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Vorwort 



Seitdem OauS die Arithmetik durch Aufnahme der komplexen 

Zahlen a + ft )/— 1 erweitert hat, ist eine großartige Theorie der 
allgemeinen algebraischen Zahlen entstanden, deren Entwicklung vor 
allem an die Namen Kummer, Dirichlet, Dedekind, Eronecker 
und einiger rühmlichst bekannten neueren Mathematiker sich knüpft. 
Mehrfach hat diese Theorie ihr Aussehen stark verändert, und wir 
besitzen von den berufensten Seiten: Dedekind, Hilbert und 
Krönecker-Hensel, sowie neuerdings von Herrn Bachmann zu- 
sammenfassende Werke, welche den Sto£F von verschiedenen Gesichts- 
punkten aus auffassen. Jedes dieser Werke bedeutet nicht bloß in 
bezug auf den Inhalt, sondern auch in Anbetracht der formalen Ab- 
rundung der ganzen Darstellung einen sehr wesentlichen Fortschritt 
für die allgemeine Zahlentheorie. 

Da dieselben alle den allgemeinen Fall der Theorie umfassen 
und für Anfänger schwierig zu lesen sind, so schien mir eine Dar- 
stellung nützlich zu sein, welche auf möglichst elementare Weise in 
ihre Probleme und Tatsachen einführt. Dieser Zweck wird von selbst 
durch eine spezielle Behandlung der einfachsten, quadratischen und 
kubischen Zahlkörper erreicht. 

■ 

1) P. G. Lejenne-Dirichlet, Vorlesungen über Zahlentheorie. 4. Aufl. 
Braunschweig 1894. Supplement XI. 

2) D. Hilbert, Die Theorie der algebraischen Zahlkörper. Bericht, er- 
stattet der deutschen Mathematiker -Vereinigung. Jahresber. der deutsch. Math.- 
Vereinigung. 4. Bd. Berlin 1894. Ich zitiere dieses Werk im folgenden kurz 
als Zahlber. oder Bericht. 

8) L. Eronecker, Vorlesungen über Zahlentheorie, herausg. von E. Hensel. 
1. Band. Berlin 1901. 

4) P. Bachmann, Zahlentheorie. 5. Band; Allgemeine Arithmetik der 
Zahlenkörper. Leipzig 1905. 

An diese Stelle gehören außerdem mehrere Eapitel aus: 

H. Minkowski, Geometrie der Zahlen. 1. Lief. Leipzig 1896. 



IV Vorwort. 

Zum Studium des vorliegenden Buches sind nur wenige Vor- 
kenntnisse aus der Algebra notwendig. Ich habe gesucht^ überall 
mit den einfachsten Methoden zum Ziele zu gelangen, und habe mich 
überhaupt derjenigen Behandlung der Theorie angeschlossen, die mir 
als die einfachste erscheint und welche man in den Arbeiten von 
Hurwitz, Hilbert und Minkowski niedergelegt findet. Dieselbe 
wurde mir noch näher gebracht durch eine Vorlesung vom Winter 
1897/98, in welcher Herr Hilbert u. a. die Elemei^te der Lehre des 
quadratischen Zahlkörpers mit Anwendungen auf das „letzte Theorem^' 
von Fermat behandelt hat. Seine voraussetzungslose, einfache und 
klare Darstellung ist mir stets ein Vorbild bei meiner Arbeit gewesen. 

Bei den Korrekturen bin ich durch Herrn Dr. A. Timpe in 
Danzig und Herrn Privatdozenten Dr. R. Fueter in Marburg unter- 
stützt worden. Dank der wertvollen Hilfe des letzteren konnte ich 
in der Darstellung einiger Beweise und in manchen Einzelheiten 
wichtige Verbesserungen anbringen. Ich bin den beiden genannten 
Herren zu herzlichem Danke verpflichtet. Besonders aber schulde ich 
Herrn Oeheimrat Hilbert den größten Dank fdr die Aufmunterung 
in meiner Arbeit und für viele Förderung im mündlichen Verkehr. 
Er hatte außerdem die Freundlichkeit, mir für einen wesentlichen 
Punkt in meiner Darstellung (Nr. 15) das Manuskript einer früheren 
Vorlesung zur Verfügung zu stellen. 

Langfuhr, Dezember 1906. 

J. Sommer. 



InhaltsYerzeichnis. 



Erster Abschnitt. 

Einleitung. seit« 

1. Teilbarkeit der ganzen rationalen Zahlen 2 

2. Die Funktion <p(t«) 4 

8. Eongraenzen 6 

4. Der Satz von Fermat B 

Zweiter Abschnitt. 
Der qnadratisclie Zahlkorper. 

ö. Einleitung und Definitionen 18 

6. Der Zahlkörper k (Vm). Die ganzen Zahlen und die Basis des Körpers 21 

7. Teilbarkeit der ganzen Zahlen 29 

8. Spezielle Zahlsysteme und Ideale 35 

9. Die Ideale des quadratischen Zahlkörpers 37 

10. Körper mit lauter Hauptidealen 44 

11. Kongruenzen nach Idealen 45 

12. Die Norm eines Ideals ids Idealprodi:^ 48 

13. Eindeutige Zerlegbarkeit der Ideale 54 

14. Die Faktoren der rationalen Primzahlen im Körper k(ym) 59 

15. Fundamentalsatz von den linearen Formen 64 

16. Äquivalenz der Ideale und die Idealklassen der Körper . . . ^ . . . 72 

17. Die Funktion *(a) 78 

18. Der Satz von Fermat für Ideale 81 

19. Primitivzahlen nach einem Primideal 84 

20. Lineare Kongruenzen nach Idealen 88 

21. Quadratische Kongruenzen und das Symbol [~] 92 

22. Einheiten des quadratischen Zahlkörpers 98 

23. Körper mit ungerader Klassenanzahl 107 

24. Ergänzungssätze zum quadratischen Reziprozitätsgesetz 111 

25. Das quadratische Reziprozifötsgesetz für die ungeraden rationalen Prim- 
zahlen 115 

26. Darstellung von Zahlen durch Summen von Quadratzahlen 122 

27. Huberts Kormenrestsymbol 127 

28. Das Gharakterensystem eines Ideals 140 

29. Einteilung der Idealklassen in Geschlechter 143 

30. Die ambigen Klassen 150 

31. Die Existenz der Geschlechter 159 

32. Anwendungen des Existenzsatzes der Geschlechter 164 

38. Zahbinge 168 



TI InbaltBreizeiehiiis. 

Dritter Absehnitt. 
AnwendMBgen^ der Tlieorie des qiiadrmtfsekai ZaUkorfers. 

34. Das Jetzfte Theorem'' toh Fermat 176 

tkj Entwicklnngeii Ton Fennat 177 

b) Entwieklangen tob Legendie 181 

c) EntwieklnngeD von Kummer und Hubert 184 

35. Oberblick fiber die Fimdamentalprobleme der Theorie der gnmdimtiürheii 
Formen 198 

36. Zuordnung der Ideale und quadratischen Formen 197 

L FalL BeeUe Körper k(ym) und » ^ 1, (4) 197 

Hauptideale und Hauptformen 198 

Beliebige Primideale und Formen 202 

Beliebige Ideale und Formen 207 

IL FalL Imaginäre Körper i(Ym) und m ^ 1, (4; 209 

DL FalL Beeile Körper k{ytn) und si = 1, (4) 210 

IV. Fall. Imaginäre Körper k(ym) und m = 1, (4) 213 

37. Multiplikation der Ideale und die Komposition der Formen 213 

38. Geometrische DarsteUung der Ideale 220 

Imaginäre Körper 221 

Beefie Körper 233 

Vierter Abschnitt. 
Zahlkorper dritten Grades. 

39. Grundbegriffe und Definitionen 243 

40. Die Diskriminante einer ganzen Zahl des Körpers 248 

41. Die Basis des Körpers kifi) 251 

42. Die Berechnung der Basis des Zahlkörpers kid) 267 

43. Die Ideale des Körpers kfß) und ihre Zerlegung 262 

44. Die Norm eines Ideals 272 

46. Sätae Ton Minkowski zur Aufstellnnff der Idealklassen 276 

46. Die Berechnung der Primideale im Körper k(^) 277 

47. Die Einheiten des Körpers ki») 284 

Fünfter Abschnitt. 
SeUtiTkorper. 

48. Grundbegriffe und Definitionen 294 

49. Baeis des Relativkörpers 297 

60. Ideale des Belativkörpers 300 

51. Die Teiler der Belativdiskriminante 302 

62. Die Primideale des Belativkörpers 303 

63. Die Belativdiskriminante eines Belativkörpers in bezog auf einen ima- 
ginären Grondkörper mit ungerader Klassenanzahl 310 

64. Einfache Fälle des Hilbertschen quadratischen Beziprozitätsgesetzes. . 313 
66. Beispiele f&r Klassenkörper 320 

Imaginäre Grundkörper 320 

Beefle Grundkörper 328 

Erklärungen zu den Tabellen und Bemerkungen über die Auflösung der 

Pellschen Gleichung 388 

Tabellen 846 



Erster Abschnitt. 

Einleitimg. 

Die Theorie des quadratischen Zahlkörpers^ welche hauptsächlich 
im folgenden zu entwickeln ist^ will die Sätze über die ganzen natür- 
lichen Zahlen auf allgemeinere Zahlen ausdehnen. Diese Verall- 
gemeinerung ist nicht bloß um ihrer selbst willen interessant, es wird 
sich yielmehr zeigen, daß manche sonst schwer beweisbare Tatsachen 
der elementaren ,,rationalen^^ Zahlentheorie als einfache Folgerungen 
der allgemeinen Theorie erscheinen. Die wichtigsten Sätze der elemen- 
taren Theorie, die in der allgemeinen Theorie wieder zur Besprechung 
kommen, wollen wir in gedrängter Form hier anführen, um durch 
die Gegenüberstellung der Theoreme aus beiden Gebieten das Ver- 
ständnis der allgemeineren Theorie zu erleichtern.^) 



1) Wegen aller Einzelheiten sei anf die vorhandenen ausgezeichneten Lehr- 
bücher verwiesen, unter denen ich z. B. nenne: 

P. G. Lejeune Dirichlet, Yorles. über Zahlentheorie. Herausgeg. von 
Dedekind. 4. Aufl. 1894. 

P. L. Tschebjscheff, Theorie der Kongruenzen. Deutsch herausgeg. von 
H. Schapira. Berlin 1889. 

P. Bachmann, Zahlentheorie. Band I: Elemente der Zahlentheorie. 
Leipzig 1892. 

Ders., Niedere Zahlentheorie. 1. Teil. 1902. 

Sehr viele Anregungen beim Studium der Zahlentheorie verdanke ich dem 
reichhaltigen Bericht von Smith: H. J. St. Smith, Gollected mathematical papers. 
Vol. I. Report on the theory of numbers. 6 parts. p. 38 — 864. Oxford 1894. 
Die sechs Teile des Berichtes sind ursprünglich erschienen in den Jahren 1869 
bis 1866, Report of the British Association. 

Niemand, der sich eingehend mit der Zahlentheorie beschäftigen will, darf 
das Studium der klassischen Onginalwerke von Lagrange, Gauß, Legendre, 
Dirichlet versäumen: 

C. F. Gauß, Disquisitiones arithmeticae. Lips. 1801. Ges. Werke, Bd. I, 
in deutscher Übersetzung herausgeg. von H. Maser, Berlin 1889. 

A. M. Legendre, thdorie des nombres, in deutscher Übersetzung nach der 
8. Aufl. des Originals herausgeg. von H Maser. 2 Bde. Leipzig 1886. 

Sommer, Zahlentheorie. 1 



2 I. Einleitung. 

1. Teilbarkeit der gansen rationalen Zahlen. 

Zunächst treffen wir bezüglich der Bezeichnungen die Festsetzung: 
die positiven oder negativen rationalen ganzen Zahlen seien durchgängig 
mit (kleinen) lateinischen Typen a, &, . . . bezeichnet; insbesondere 
sollen Primzahlen mit p, q, beliebige Zahlen mit a,hyC,.,. bezeichnet 
werden. Dabei heißt wie üblich eine Zahl Primzahl^ wenn sie außer 
durch ± 1 nur durch sich selbst teilbar ist. Die Zahl ± 1 soll im 
allgemeinen nicht als Primzahl gelten. Zwei Zahlen a und h heißen 
teilerfremd oder prim eueinanderj wenn es keine Primzahl p> 1 gibt, 
die in a und b zugleich aufgeht. 

Der Fundamentalsatz der elementaren Zahlentheorie spricht die 
Tatsache aus, daß jede ganze rationale Zahl sich wesentlich nur auf 
eine Weise in ein Produkt aus Primfaktoren zerlegen läßt, wobei der 
Zusatz .,wesentlich'^ bedeuten soll, daß zwischen positiven und nega- 
tiven Faktoren nicht unterschieden wird. 

Der Beweis dieses Satzes stützt sich auf das Euklidische Teiler- 
verfahren, d. i. die Methode zur Bestimmung des gemeinsamen 
Faktors irgend zweier ganzer rationaler Zahlen. Diese Methode hat 
auch für viel allgemeinere Untersuchungen Verwendung gefunden, und 
es ist wichtig, daß man sich das Prinzip derselben am einfachsten 
Fall ganz klar macht. 

Seien a und h zwei ganze rationale (der Einfachheit wegen po- 
sitive) Zahlen und a > 6, so kann man die Gleichung ansetzen: 

wo 6 > r^ ^ und r^ der Rest bei der Division von a durch h ist, 
während q die ganze Zahl bedeutet, welche angibt, wie oft 6 in a ganz 
enthalten ist. Falls r^ > 1, so dividiere man ebenso h durch r^, so daß 

^ = Q.iU + ^1 

wird, wo ^Q > r^ ^ ist, und setze dieses Verfahren fort, indem man 

Tq durch r^ dividiert, usw.; dadurch erhält man ein System von 

endlich vielen Gleichungen: 

a = gfe + r^ 

^^-^i^'o + ^i 
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^~s DivisionsTerfahreii nach einer endlichen Anzahl n -f 1 ^oi^ 



1. Teilbarkeit der ganzen rationalen Zahlen. 3 

Schritten zu einem Rest r^ = 1 oder ^„ = führen muß. Weil r^, r^, 
r^y ... positlTe ganze Zahlen sind und rf^>r^>r^ . . ., so muß not- 
wendig n + 1 < & sein. Falls /*« »» 1 ist^ sind die beiden Zahlen a und b 
teilerfremd. Falls aber f ^ = und r„_i>l, so haben die beiden 
Zahlen a und b den gemeinsamen Teiler r^_i, im speziellen Fall^ 
wenn r^ » wäre, so ist b selbst dieser gemeinsame Teiler. 

Wenn nämlich r^ = ist, geht r^_^ in r^^^ auf, und da wegen 
der Gleichung: 

r,_j auch in r„^_2 aufgehen muß, falls es in zwei aufeinanderfolgen- 
den Resten r^_i und r^ aufgeht, so geht r^.^ also der Reihe nach 

in r^_j, fn-if • • • **!> ^oy ^ ^^^ ^ *^^- Zugleich ist r^_i = t der größte 
gemeinsame Teiler von a und b. Aus der Betrachtung der Divisions- 
gleichungen Yon oben nach unten folgt nämlich, daß der größte ge- 
meinsame Faktor irgend zweier aufeinanderfolgender Reste r^.g, ^^-i; 
wegen der Gleichung: 

oder 

^m ^^ ^»1-2 ö'm^'m-i; 

auch in dem folgenden Rest r^ enthalten ist. Der größte gemein- 
same Faktor von a und b ist also der Reihe nach auch in r^, r^, ... 
r^_j, r^ enthalten. * 

Wenn f ^ «= ist, so ist r^_i dieser größte gemeinsame Teiler, 
wenn aber r^ »» 1 ist, so sind a und b teilerfremd. 

Auf Grund dieser Bestimmung laßt sich nun folgender Hilfssatz 
beweisen: 

Hilfssatz. Wenn das Produkt von zwei ganzen Zahlen aa^ 
durch eine dritte ganze Zahl b teilbar ist, und es ist a prim zu &, 
so muß a^ teilbar sein durch b. 

Man schreibt wieder das Divisionsyerfahren an für a und &, in- 
dem dabei nach der Yoraussetzimg über a und b die Zahl r^ = 1 zu 
setzen ist. Multipliziert man alle Gleichungen der Reihe nach mit 
a^, so daß man das System erhält: 

aai = qba^ + r^a^ 
ba^ = q^rQÜ^ + r^a^ 
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4 L Einleitang. 

dann muß 6, da es in aa^ und ba^ aufgeht, auch in ra^, ^i^i? ^9^9 ••• 
^«-1^19 ^^^ schließlich in r^a^, d. h. in a^, aufgehen, w. z. b. w. 

AoB der ümkehrung diesea Hilfiausuitzes folgt sofort: wenn zwei 
Zahlen a sowohl wie a^ nicht teilbar sind durch eine Primzahl p^ so 
ist auch ihr Produkt aoi durch p nicht teilbar, und aus diesem Re- 
sultat beweist man endlich noch zum Schluß den folgenden Satz: 

Fnndamentals&ts. Eine positive gafize Zahl a läßt sidi> nur auf 
eine eingige Weise in ein Produkt aus lauter positiven PtimfaJäoren 
zerlegen. 

Beweis. Angenommen f&r eine ganze Zahl a gelte die Zer- 
legung 

und zugleich 

^^ Pu P%j ' ' 'Pv ^^^ 2iy Q% ' ' ' Qfi zwei Reihen von irgend welchen 
gleichen oder ungleichen Primzahlen sind. Dann ist a oder das Pro- 
dukt Pi' Pf ' 'P^ durch q teilbar, und dies wäre nach dem Hilfssatz 
nicht möglich, wenn alle Zahlen p von q^ rerschieden wären. Wir 
dürfen annehmen, daß etwa p^ = q^ ist und finden femer durch die 
gleichen Schlüsse, daß ebenso die Gleichheiten Pp^i'^ q^^^i tisw. gelten 
müssen. Es ist also v = (i z\x nehmen und es kann Pi = qi, Pf =^ q^ - . . 
gesetzt werden. 

Übrigens gilt natürlich der Fundamentalsatz allgemein für posi- 
tive und negative Zahlen und Faktoren, wenn zwei solche Zerlegungen 
als wesentlich gleich angesehen werden, in welchen sich die Faktoren 
nur durch das Vorzeichen unterscheiden. 



2. Die Funktion fp{ni), 

Aufgabe. Es bedeute m eine beliebige positive ganze Zahl; 
man soll die Anzahl aller Zahlen aus der Reihe 1, 2, ... m bestimmen, 
welche relativ prim zu m sind. 

Auflösung. Die gesuchte Anzahl, für ein beliebiges tn, be- 
zeichnet man allgemein mit dem Symbol q){m).^) Wenn m nur eine 
einzige Primzahl p enthält, so ist offenbar die gesuchte Zahl: 

q>ip)=p-l=p{l-^)- (1) 



1) Dieses Symbol für die von Euler zuerst bestimmte Zahl hat C. F. Ganß 
eingeführt. Disquisitiones arithmeticae. Sect. U. Art. 88. 



2. Die Funktion (p{m). 5 

Wenn femer m ^]^ ist, so sind in der Reihe 1, 2 . . ., |?* — 1 die 
Zahlen p, 2pj . . . (jp*~^ — l)jp die einzigen Zahlen, welche mit ^ einen 
gemeinsamen Faktor besitzen, daher ist 

cp(i>*)-p*-l-(i>*-i-l)-l>*(l-i-). (2) 

Angenommen nun, es sei m eine beliebige ganze Zahl mit n yer- 
schiedenen Primfaktoren, die zu beliebigen Exponenten in m enthalten 
seien: m =^Pi^p^ . . -i?»**? ^^^ ®s werde die gesuchte Anzahl fp(fn) 
als bekannt Yorausgesetzt, dann soll daraus die Anzahl relativer Prim- 
zahlen zu m^y die kleiner sind als m^, bestimmt werden, wenn m^ =- 

Pi^ ft**- • • Pn^PnVi^ ^^^^ ^' ^' ^^^'^^ Primfaktor p^^i zu irgend welchem 
positiven Exponenten mehr enthält als m. Aus unserer Annahme 
folgt zunächst, daß es 

^K) = p,Vi>W (3) 

ganze Zahlen gibt, die kleiner sind als m^, und welche ^^ p^y p% - - - p^ 
prim sind. Denn in jedem Intervall 1 bis m = ^ ' , m bis 2 m, 

^n + 1 

USW. und {p^^^ — l)f» bis p^^^ w gibt es ^(m) solcher relativer 
Primzahlen. Unter diesen ^{rn^ Zahlen befinden sich aber noch alle 
Zahlen <iin^j welche den Faktor p^^^i einfach oder mehrfach ent- 
halten und gleichzeitig zu jp^ . . . |>, (oder kurz zu m) prim sind. Die 
Anzahl dieser letzteren ergibt sich daraus, daß man in der Reihe 

li'n + i; ^Pn + lf ' • • n '-Pn + l 

die Zahl derjenigen Faktoren aus 1, 2, . . . —^ bestimmt, welche 

Pn+l 

Jceine der Primzahlen Pty - - Pn enthalten oder welche zu m prim sind; 
dies sind analog der Formel (3): 

Jetzt stellt die Differenz: 

die Anzahl aller derjenigen Zahlen < m^ dar, welche zu m^ prim 
sind, oder welche keine der Primzahlen Pi, Pi, - » - Pn+i ^ Faktor 
enthalten, d. h. es ist: 

In dieser Gleichung besitzen wir eine Rekursionsformel, aus welcher 
sich rückwärts die Formel (2) wieder ergibt und aus welcher sich 
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der explizite Wert tod (p(fn) erschließen laßt, wenn num für m der 
Beihe nach 1, 2^ . . . , n Primfaktoren annimmt. 
Sei m =-l?i*i ft** . . .Pn*f BO ist 

Km) = m(l-^)(l-^)...(l-i-), 

und das ist die Ton L. Euler zuerst aufgestellte FormeL 

Aus der expliziten Darstellung f&r 97(911) ergeben sich leicht 

folgende Sätze: 

Satz. Ist m^m^' m^ und sind m^ und nt, prim smeinander, 

so ist: 

9?(m) = q>{mj) • ip(m^). 

Setzt man noch 9(1) = 1, so gilt femer: 

Satz. Ist m eine beliebige ganze Zahl und durchläuft t alle Teiler 
der ZaM m, dann ist 

t 

Beweis. Sei zunächst m^a^p^, dann sind die samtlichen 
Teiler Yon a die Zahlen \j p^ p^ . . . ^ und folglich ist nach direkter 
Rechnung: 

2f>i*') = f>0) '+ yO) + 9(p*) + • • • vif) 

Im allgemeinen Fall, wenn m = p^^ p^ . . . p^n ^ a^- a^. . .a^ gesetzt 
wird, sieht man leicht, daß alle Teiler von m sich als die einzelnen 
Glieder des Produktes: 

darstellen, indem man dann den direkt vorhergehenden Satz über die 
Funktion 9 zu Hilfe nimmt und auf jeden Teiler anwendet, erhalt 

man eine Summe aus 9?(1), 9?(Pi); • • • 9(Pi)9(Pi)f • • • [9'(Ä*^)9'(ft**) • • • 
g>(j>n*y]9 welche sich wieder als Produkt darstellen läßt in der Form 

^9it) = ^^(U • ^Vitj ■ . . ^Vitj 
= Oj • Oj . . . a^ ^ w. 

Der eben bewiesene Satz spielt ein wichtige Bolle in dem Beweise 
fQr die Existenz gewisser Zahlen, der gleich nachher einzufahrenden 
PrimitiYzahlen. 

* 8. Kongruenzen. 

Wenn ausgedrückt werden soll, daß eine ganze Zahl a durch 
eine andere ganze Zahl m teilbar ist, daß also a ^ m - q ist, und 



3. Eongraenzen. 7 

wenn dabei der Quotient — == q seinem Wert nach nicht weiter inter- 
na 

essiert^ so schreibt man nach Gauß^) in symbolischer Weise: 

a = (mod. m) 
oder kürzer 

a = 0, (m); 

gesprochen: a ist kongruent Null modulo m. 

Wenn femer die DiflFerenz zweier ganzer Zahlen a und h:a — h 
durch m teilbar ist, a = 6 + wg oder 

a — t = 0, (m) 
ist, so schreibt man 

indem man mit der letzteren Schreibweise noch besonders die Tat- 
sache betonen will, daß a und h bei der Division durch m denselben 
positiven Rest lassen. Die letzte Kongruenz wird gesprochen: a ist 
kongruent h modulo m (oder nach dem Modul m). 

Aus der Definition der Kongruenzen folgt unmittelbar eine Reihe 
Ton Tatsachen, deren Beweis so einfach ist, daß wir uns auf die 
Anführung der Sätze beschranken können: 

I. Aus 

a = b, (m) 
und 

a = c, (m) 
folgt 

fe = c, (m). 

n. Aus 

a^b, (m) 

c^d, (m) 
folgt 

a + c = fe + rf, (m). 

m. Aus 

a^b, (m) 

c^dy (m) 
folgt stets 

ac = 6rf, (m). 

Wenn femer n eine ganze rationale zu m prime Zahl ist^ so folgt: 

IV. Aus 

a = 6, (w) 
die Kongruenz 

an =ibny (w); 

1) C. F. aaaß, Disqnis. arithm. Sect. I. Art, 1, 2. 
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und insbesondere ans 

an = bfhy (w) 
auch: 

a=:'bj (m). 

Diese symbolische Darstellung der Kongruenzen nach Ganß hat 
sich als eine sehr glückUche und fruchtbringende, überaus bequeme 
Schreibweise in der Zahlentheorie allgemein eingebürgert. 

Es wird durch eine Kongruenz 

a = 6, (m) 

eben sehr anschaulich zum Ausdruck gebracht, daß für zahlentheore- 
tische Überlegungen nur die Tatsache der Teilbarkeit einer Zabl durch 
eine andere, nicht die Größe des Quotienten von Bedeutung ist. Es 
ist eine Einteilung aller Zahlen in Klassen nach dem Modul m ge- 
schaffen, indem zwei Zahlen a und h als nach dem Modul m gleich- 
wertigy äquivalent, angesehen werden, wenn sie kongruent sind mod. m, 
d. h. bei der Division durch m denselben Rest lassen. 

Nach einem Modul m verteilen sich die samtlichen ganzen Zahlen 
in m Klassen, indem jede Zahl einer und nur einer Zahl der Reihe: 
0, 1, 2, . . ., w — 1 kongruent ist, während keine zwei Zahlen dieser 
Reihe unter sich kongruent sein können. Die m Zahlen 0, 1, . . . , m — 1 
bilden ein vollständiges Bestsystem nach dem Modul m, und zwar be- 
zeichnet man dieses als das System der kleinsten Reste. Ein voll- 
standiges Restsystem bilden auch irgend m Zahlen, welche die Eigen- 
schaft haben, daß keine zwei derselben mod. m kongruent sind, eine 
beliebige ganze Zahl, aber einer und nur einer davon mod. m kon- 
gruent ist. Die m ganzen Zahlen zwischen — y und -|- — bilden 
das System der absolut kleinsten Reste nach dem Modul m. 



4. Der Sats von Fermat. 

Satz.^) Wemi p irgend eine rationale Primzahl bedeutet und a 
nicht teilbar ist dwrch diese Primzahly so gilt stets die Kongruenz: 

aP'' = 1, O). 



1) Die Bezeichnung „Satz von Fermat** wird immer far diesen speziellen 
Satz gebraucht, der von Euler, Lagrange u. a. bewiesen worden ist. Fermat 
hat die in dem Satze auf S. 11 ausgesprochene allgemeinere Behauptung a' ^ hip) 
ohne Beweis mitgeteilt in einem Brief an Fr^nicle vom 18. Okt. 1640. Yergl. 
Oeuvres de Fermat, publ. par P. Tann er y et Gh. Henry, tome ü. Paris 1894. 
p. 209. 



4. Der Satz von Feimat. 
Beweis. Es sei 

2'a = r^, (p) 



(1) 



nnd es sei femer festgesetzt, daß die Zahlen r^, r^^ . . ., r^_^ Zahlen 
des Tollständigen Restsystems 1^ 2, . . . p sein sollen, dann stellen die 
Zahlen r^ . . . r^_i die |? — 1 Zahlen 1, 2, 3 . . . |>— 1 in unbekannter 
Aufeinanderfolge dar. Von den Zahlen r^ bis r^.^^ ist nämlich keine 
gleich oder p und keine zwei derselben können einander mod. p 
kongruent sein. In der Tat, wenn i und k irgend welche Zahlen der 
Reihe 1, 2 ... p — 1 bedeuten, so kann eine Kongruenz 

nur erffillt sein, wenn i gleich Je ist, da sonst r^ — r^ seinem absoluten 
Betrag nach kleiner ist als jp, umsomehr, da r,., rj^<i p — 1 sind. Dann 
bleibt nur übrig, daß die Zahlen r^, ... r^_^ die Zahlen 1, 2 . . . p — 1 
sind. Das System (1) enthält p — 1 von einander yerschiedene Kon- 
gruenzen, durch deren Multiplikation folgt 

1 • 2 . . . (i,- 1) • aP-' = r, . r, . . . r,_,, (p) (2) 

oder da 

n^« • • • ^p-i =- 1 • 2 . . . (i? - 1) 

ist und das Produkt 1 • 2 . . .p—l z\x p prim ausfällt, so bleibt 

schließlich: 

aP-'^l,ip). (3) 

Für jede beliebige ganze Zahl a gilt nun nach dem Modul p die 
Kongruenz 

Euler hat femer gezeigt, daß für einen beliebigen ganzzahligen 
Modul m und für jede zu m prime Zahl a die Kongruenz gilt 

Der Beweis dieses Satzes läßt sich ganz analog dem eben geführten 
Beweis gestalten. 

An den eben behandelten Satz von Fermat schließen sich ver- 
schiedene interessante Anwendungen an, von denen wir zunächst die 
Losung linearer Kongruenzen anführen wollen. 

Aufgabe. Eine Kongruenz 

ax = 6, (m) 
mit bestimmten ganzen Zahlen a + 0, b, m^O sei gegeben. Man 
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soll diejenigen ganzen rationalen Zahlen f&r x angeben, durch welche 
diese Kongruenz befriedigt ist. 

Lösung. 1. Es seien zunächst a und m prim zueinander. Dann 
ist a^("*^ = 1, (m) und aas der Kongruenz ax = 6, (w) folgt durch 
Multiplikation beider Seiten mit a^^^)-^: 

x = h ' av("»)-i, (m)y 

80 daß also x = b - a^P^"*^"^ eine Lösung der Kongruenz ist. Der Ausdruck 

b . a'J^C"»)-! + m • s 

liefert alle Lösungen der Kongruenz, wenn s alle ganzen Zahlen von 
— oo bis + oo durchläuft, denn die sämtlichen Lösungen sind einer 
einzigen mod (m) kongruent. Ist nämlich für zwei yerschiedene 
Werte x^ und x^ von x: 

ax^ = 6, (w) und ax^ = 6, (m), 
80 ist 

a (Xi — x^) = 0, (m), also x^ — x^ = 0, (ni), 

weil ja a prim zu m ist. 

2. Zweitens sei ^ > 1 der größte gemeinsame Teiler der Zahlen 
a und m, dann kann eine ganze rationale Zahl, welche fär x gesetzt 
die Kongruenz ax = &, (m) befriedigt, sicher nur dann gefunden 
werden, oder kurz, dann ist die Kongruenz nur lösbar, wenn auch b 
durch t teilbar ist. Dies sieht man leicht ein, wenn man die Kon- 
gruenz in der Form 

ax — 5 , , 

« y oder ax — my = o 

wi 

schreibt, denn in der letzteren Gleichung ist die linke Seite jedenfalls 
durch t teilbar, folglich muß auch die rechte Seite, d. h. h, durch t 
teilbar sein. Ist aber diese Bedingung erfüllt und setzt man a ^ a^ty 
b ^b^t, m ^ m^t, so sind nun a^ und m^ prim zueinander, und es 
besitzt die gegebene Kongruenz Lösungen, welche offenbar zugleich 
Lösungen der Kongruenz 

a^x = bi, K) 

sind und umgekehrt. Schreibt man eine Lösung dieser reduzierten 
Kongruenz a?i = fcia^'''^'"')""^, so sind alle Lösungen derselben und 
gleichzeitig der gegebenen Kongruenz in dem Ausdruck 

enthalten, wenn s alle ganzen rationalen Zahlen durchläuft. 
Unter diesen Zahlen sind aber die Werte 

x^, x^ + m^, x^ + 2wi, ... x^ + (t — l)Wi 
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modulo m inkongment, und so yiele^ lulmlich t modulo m inkongruente 
Losungen besitzt also die gegebene Kongruenz. 

Die Resultate unter 1. und 2. können wir auch in folgender 
modifizierter Weise zusammenfassen: 

Satz. Die Diophantische Gleichtmg 

ax — my == h 

mit den ganzen rationalen ^dUlenkoeffizienten a, b, m besitzt dann und 
nur dann unendliche viele Lösungen, wenn der größte genmnsame 
Teiler t der Zahlen a und ni auch in b aufgeht. 

Die Lösungen, d. b. die Zahlenwerte für x bezw. y, sind durch t 
nach dem Modul m bez. a inkongruente Zahlen darstellbar. 

Nach diesem Satze kann man insbesondere zu zwei gegebenen 
ganzen Zahlen a, b mit dem größten gemeinsamen Teiler t stets zwei 
ganze Zahlen x, y so finden, daß ax -{-by = t wird. 

Unter Benützung dieses Satzes ergibt sich hier noch eine zweite 
Anwendung des Fermatschen Satzes: 

Satz. Bedeutet p eine positive rationale Primzahl und a eine 

durch p nicht teilbare ganze Zahl, so ist der kleinste positive Exponent e, 

für welchen die Kongruenz 

a^ = 1, (p) 

erfüUt ist, ein Teiler der Zahl p — 1, 

Da a prim ist zu p, muß, abgesehen von dem Fall a » 1 resp. 
a^ly {p)f der Exponent 6 > 1 sein. Zunächst überzeugt man sich, 
daß alle Potenzen a*, a*, . . . a*"^ mod (p) verschieden sind, denn aus 

a'i = a% (p) folgt aP- ^-^a'^ = aP'\ (p), 

d. h. a*»""*» = l, (p), und dies ist nach Voraussetzung nur möglich, 
wenn e^ — e^^ e ist, also nicht dann, wenn e^ und e^^e. An- 
genommen e wäre kein Teiler von p — 1, so kann man zwei ganze 
rationale Zahlen x, y angeben, daß ex -\- (p — l)y ^ e wird, wo e 
der größte gemeinsame Teiler von e und p — 1 ist. Aus a^ = 1, 
^P-i = 1^ (p) folgt aber dann auch a'*a^^~*>y = 1, oder a*' = 1, (p). 
Da dabei e'<e sein müßte, so widerspricht dies der yorausgehenden 
Bemerkung, e ist daher selbst ein Teiler von p — 1. 

Die Beziehung der Zahlen a und e drückt man so aus, daß man 
sagt, a gehöre zum Exponenten e. 

Von besonderer Bedeutung sind nun diejenigen ganzen Zahlen w, 
welche zum^Exponentenp — 1 selbst gehören. Die aufeinanderfolgenden 
Potenzen einer solchen 

W, tV^y tV^y . . . W^'^ 



2 
3 

6 
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stellen mod. m die zu p primen ZaMen 1, 2, . . . /) — 1 des toU- 
ständigen Restsystems^ in unbekannter Anordnung allerdings, dar. 
Nach Euler heißen diese Zahlen w Primüivjgahlen nach p, und Gauß^) 
hat nach einem berühmten Schlußverfahren, das wir jedoch erst für 
die quadratischen Zahlen anführen wollen, folgenden Existenzsatz be- 
wiesen: 

Satz. Zu jedem Teiler e der Zahlen ^ — 1 gehlen 9 (c) nach 
dem Modul p inkongruente Zahleriy insbesondere gibt es stets y (p — 1) 
nach dem Modul p verschiedene Frimitivzahlen nach p. 

Beispiel. Es sei z. B. p » 7, so gehören zum Teiler e von 

p-l = 6 

1:9(1) = ! Zahlen, nämlich a = 1, 

9(2) = 1 „ ^ ;, a-6, 
9(3) = 2 „ „ a=-2, 4, 

9(6) = 2 „ „ a = 3, 5. 

Bei dem Beweis dieses Satzes wird man u. a. auch auf Kon- 
gruenzen geführt, welche eine unbekannte Größe x enthalten, von 
der Form 

«0^ + «1^"^ + • • • a„ = 0, (a) 

mit ganzen rationalen Koeffizienten a. 

Wenn a^ ^ 0, (a) ist, so heißt eine solche Kongruenz ganz und 
rational vom Grad n. Für diese Kongruenzen gelten ähnliche Sätze 
wie für Gleichungen. 

Bezeichnet man eine ganze rationale Zahl x^y welche statt x in 
den Ausdruck auf der linken Seite eingesetzt die Kongruenz befriedigt, 
als Wurjsel der Kongruenz, dann gilt der folgende Satz. 

Satz. Wenn die Kongruenz f{x) = a^x^ + • • • öt^ = 0, (p) nach 
dem Primzahlmodul p eine Wurzel besitzt, so gibt es stets eine 
Wurzel a?!, so daß f(Xi) = 0, (p), nicht aber f(Xi) = 0, (p^ ausfällt. 

Ist nämlich für a: = a : f(a) = 0, (p^), so kann man l als ganze 
Zahl so bestimmen, daß x^^ a + lp dem Satz genügt. 

Ganz ähnlich wie man in der Algebra den Satz beweist, daß 
eine Gleichung n^^ Grades f{x) = höchstens n Wurzeln besitzt, 
zeigt man die Richtigkeit des folgenden Satzes: 

Satz. Eine Kongruenz n^ Grades nach einem PrimzaMmodul p 

»0^;» + a^xf'^ H «„ = 0, (p) 

besitzt höchstens n nach dem Modul p verschiedene Wurzeln, 



1) Disqu. arithm. lU, 52 bis 55. 
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Es braucht aber allerdings die Kongruenz nicht gerade n Wurzeln 
zu besitzen, vielmehr kann die Anzahl der Wurzeln kleiner als n^ ja 
sogar Null sein. Die Entscheidung, ob eine Kongruenz Lösungen 
besitzt, ist f&r jede Kongruenz besonders zu treffen. Am einfachsten 
ist dies natürlich fär n = 2. 

Eine Kongruenz zweiten Grades nach einem Primzahlmodul p 
kann stets auf die Form gebracht werden: 

a;* — m = 0, {p). 

Falls diese Kongruenz eine Wurzel w besitzt, so besitzt sie auch 
die Wurzel — w. Wenn dann m prim ist zu p, so sagt man, m sei 
guadratisdier Rest nach p, falls aber die Kongruenz unlösbar ist, heißt 
m quadratischer Nichtrest nach p. Legendre^) hat zur Bezeichnung 
dieser Möglichkeiten ein allgemein eingebürgertes Symbol gebraucht, 
er setzt für ein m, das nicht teilbar ist durch p, und für j) > 2: 

(j « + 1, wenn m quadratischer Rest nach p ist, 

(— ) = — 1, wenn m quadratischer Nichtrest nach p ist. 

Unter der vorigen Voraussetzung über m und p hat also das 

Symbol (— j stets einen der beiden Werte + 1, und es heißt + 1, 

resp. — 1, der Restcharakter der Zahl m nach p. Die Berechnung 
dieses Wertes ergibt sich später, Nr. 25. Doch können schon hier auf 
Orund des Satzes von der Existenz der Primitivzahlen einige Rechnungs- 
regeln für das Symbol entwickelt werden. 

Bezeichnet w eine Primitivzahl nach der ungeraden Primzahl p, 
dann gibt es einen ganz bestimmten Exponenten M, für welchen 

m = w^f (p) 
ist. Die Kongruenz 

x^ — w^ = 0, {p) 

ist jetzt offenbar dann imd nur dann lösbar, wenn M eine gerade 
Zahl bezeichnet. 

Hieraus folgt unmittelbar ein von Euler aufgestellter Satz in der 
folgenden Formulierung: 

Satz. Die Zahl m ist quadratischer Best oder Nichtrest nach der 
ungeraden Primzahl p, je nachdem 



1) Legendre, Zahlentheorie, übers, v. Maser, Bd. I, p. 198. 
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P-i p-i 

m * ^ + 1, (p) oder m ^ = — 1, (jj) 

sich ergibt, oder es ist stets: 

p-i 
] ^ m 



g) - -'^, (/>)■ 



Sind THy m^ irgend zwei beliebige ganze Zahlen^ Ton welchen 
bloß keine darch p teilbar sein soll, und setzt man 



so ist 



oder 



m = w^, (j>\ femer m^ = w?^» , (ji). 



und diese Zerlegung ist schon ein erster Schritt zur Berechnung des 
allgemeinen Legendreschen Symbols. Es stellt die letzte Gleichung 
die Multiplikationsregel für das Symbol vor, durch welche die Be- 
rechnung desselben zurückgeführt wird auf den Fall (-- k wo q und 

p Primzahlen bedeuten. Speziell für negative m ergibt sich 



(T) - m^") 



Hiermit kann die Aufzählung von Tatsachen aus der elementaren 
Theorie der rationalen Zahlen abgebrochen werden. Ich wende mich 
gleich zur Untersuchung allgemeiner algebraischer Zahlen, um dann 
erst im Anschluß hieran wieder auf die eben angeschnittenen Fragen 
zurückzukommen. 

Die Theorie der algebraischen Zahlen ist ein noch verhältnis- 
mäßig junger Zweig der Zahlentheorie, dessen Entwicklung von Gauß 
angeregt und eingeleitet worden ist. Euler, dann Legendre und 
Gauß hatten unabhängig voneinander die Entdeckung gemacht, daß 
für die Lösungen von zwei quadratischen Kongruenzen mit ungeraden 
Primzahlen p und q: o;* ~ g = 0, (jp) und o?* — p = 0, {q) eine sehr 
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merkwürdige Reziprozität stattfindet; welche sich in der Gleichung 

/-j(-J = (--l) * 2 aussprechen läßt. Es war Gauß zuerst ge- 
lungen, dieses Reziprozitätsgesetz einwandfrei zu beweisen, indem er 
sechs auf ganz verschiedenen Prinzipien beruhende Beweise entwickelte. 
Ab nun Gaußi) daran ging, dieses Fundamentaltheorem auf höhere 
Kongruenzen zu übertragen, und dabei speziell die Kongruenzen vierten 
Grades a:* — g = 0, (p) betrachtete, fand er wohl eine große Reihe 
spezieller Sätze, das allgemeine „biquadratische^' Reziprozitätsgesetz blieb 
aber bei der Beschränkung auf rationale reelle Zahlen verschleiert^ 
und die Beweise, die für die speziellen Sätze ausgereicht hatten, ließen 
sich durchaus nicht auf allgemeine rationale Zahlen erweitem. Die 
Schwierigkeiten ') schwanden, es fand sich ein allgemeines und durch- 
sichtiges Reziprozitätsgesetz, nachdem Gauß zu einer „eigentümlichen 
Erweiterung des ganzen Feldes der höheren Arithmetik'^ geschritten 

war und den komplexen Zahlen a + h y^-— 1 das „völlig gleiche 
Bürgerrecht" mit den reellen ganzen Zahlen einräumte.*) 

Diese Tat hat seitdem reiche Früchte getragen. Gauß hat hier 
mit dem glücklichen Instinkte des Genies der Wissenschaft neue und 
überreiche Gebiete eröffnet. Bald^) zeigte sich, daß das kubische 
Reziprozitätsgesetz am einfachsten sich darstellen läßt, wenn man die 

Zahlen a -\- b ^ — - zu Grunde legte, und Analoges^) ergab sich 

für die höheren Reziprozitätsgesetze. Die Frage nach der Lösbarkeit 
der unbestimmten Gleichung ic" + y" — = j8f** erforderte ganz von selbst 
die Berücksichtigung komplexer Zahlen, welche aus n*^ Einheits- 
wurzeln gebildet sind, und auch auf dem Gebiete der elliptischen 
Funktionen für die Theorie der komplexen Multiplikation erwies sich 

die Heranziehung von Zahlen a + hym als notwendig. 

Der hauptsächlichste Wert, welchen die Ausbildung der Lehre 
von den Zahlkörpem für die Zahlentheorie besitzt, ist indessen darin 
zu suchen, daß sie diese um viele allgemeine Methoden bereichert hat, 
wie man wohl aus den folgenden Behandlungen einzelner Kapitel der 
Körpertheorie ersehen wird. Mehr und mehr verträgt heute die 

1) C. F. Gauß, Theoria residuorum biquadraticorum. Ges. Werke, Bd. II, 
p. 67 und Besprech. p. 165. 

2) C. F. Gauß, Werke, Bd. II, p. 96 und p. 169. 

8) C. F. Gauß, Werke, Bd. II, p. 171. Anzeige aus dem Jahre 1881. 
4) C. G. F. Jacobi, Ges. Werke, Bd. VI, p. 238, 275 und G. Eisenstein, 
Beweis des Eeziprozitätsges. für kub. Reste. Grelles Journal Bd. 27 und 28. 
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Zahlentheorie nach den von Gauß so glänzend eingeleiteten Eint- 
deckungen der Zahlentheoretiker des letzten Jahrhunderts mit Bezug 
auf ihre reichen und weitreichenden Methoden einen Vergleich mit 
der allgemeinen Analysis^ so daß sie auch nicht mehr bloß, wie einst, 
das Besitztum weniger bevorzugter Geister ist. 

Die Arithmetik der komplexen Zahlen 



a + iyZ^ oder a + 6 ^-^^ 

erfordert keine wesentlich neuen Prinzipien gegenüber der elementaren 
reellen Zahlentheorie. Sie läßt sich als eine Verallgemeinerung dieser 
letzteren unschwer entwickeln und ist mehrfach dargestellt*) worden. 
Um nicht durch Wiederholungen zu ermüden^ sollen hier, zur Ein- 
führung, die Hauptresultate angeführt werden, zu denen die Beweise 
ja alle im folgenden enthalten sind. 

Eine komplexe Zahl a + ty— 1 ist „ganz", wenn a, & ganze 
rationale Zahlen sind. Die Summe, Differenz und das Produkt von 
irgend zwei ganzen komplexen Zahlen, ist wieder eine ganze kom- 
plexe Zahl. Sind femer a, /3, y drei ganze komplexe Zahlen und 
a '= ß • y, so sagt man a ist teilbar durch ß oder y] oder auch ß 
geht in a auf. Es gibt außer ± 1 noch die zwei ganzen Zahlen 

•izV— 1, welche in 1 aufgehen, und die vier Zahlen ± 1, ±>/— 1 
heißen die Einheiten des Körpers. 

Da man nun zeigen kann, s. S. 29, daß für irgend zwei ganze 
Zahlen a und ß ein Euklidisches Teilerverfahren gilt, so läßt sich der 
Begriff der Primzahl erweitern, und es gilt der Satz: Jede ganze 
komplexe Zahl läßt sich im wesentlichen nur auf eine Weise in Prim- 
faktoren zerlegen, wenn man von Einheitsfaktoren absieht. 

Jede komplexe Primzahl ist Faktor einer reellen Primzahl, und 

zwar zerfällt: die Zahl 2 in (l + Y— l) (l — ]/— l) , femer jede 
Primzahl ^ = 1, (4) in zwei voneinander verschiedene Primzahlen 

n ^ X + y }/— 1 und n =^ x — y }/— 1 ; dagegen ist jede reelle Prim- 
zahl i> = 3, (4) auch Primzahl im Gebiete der komplexen Größen. 

Jede komplexe ganze Zahl a + 6 y^ 1 kann als Modul von li- 
nearen, quadratischen und anderen Kongruenzen angesetzt werden, die 
Lehre dieser letzteren tiberträgt sich in einfacher Weise auf die 

komplexen Zahlen. Zu jeder Zahl a + b V^^i = cc gibt es ein System 



1) C. F. Gauß, I.e.; Dirichlet-Dedekind, Vorlesungen, Suppl. XI, p. 436. 
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Yon a^ -f V Zahlen^ so daß keine zwei derselben einander nach dem 
Modul a kongruent sind^ während aber jede beliebige reelle oder 
komplexe Zahl einer der Zahlen des Systems kongruent ist. 
Der Fermatsche Satz lautet für die komplexen Zahlen: 
Ist Jt ^ X + yY-- 1 eine komplexe Primzahl und a irgend eine 
durch dieselbe nicht teilbare ganze Zahl, so ist stets: 

«^+»•-1^1, («); 

und es lassen sich hieran der Begriff der Primitirwurzeln und die 
Untersuchung quadratischer Kongruenzen sowie des Reziprozitäts- 
gesetzes anschließen. 
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Zweiter Abschnitt. 

Der quadratische Zahlkörper. 

5. Einleitung und Definitionen. 

Der Name Zahlkörper, auch Zahlbereich oder Bereich ist der 
Nomenklatur der allgemeinen Zahlentheorie, oder Algebra^ entnommen 
und ist von Dedekind bezw. von Kronecker in die Wissenschaft 
eingeführt. Er bezeichnet ein unendliches System von Größen, in 
welchem die Grundoperationen der Addition, Subtraktion, Multipli- 
kation und Division unbeschränkt ausführbar sind, indem das Resultat 
jener Operationen mit irgend welchen Größen des Systems, abgesehen 
von der Division einer Größe durch 0, immer wieder eine Größe des 
Systems ist. 

Man pflegt z. B. zu sagen, daß die sämtlichen rationalen Zahlen 
einen Körper bilden oder einem Bereich angehören. Bedeuten a, &,. 
Xy . , . irgendwelche rationale Zahlen, so ist in der Ausdrucksweise 
der Algebra jede lineare Gleichung ao; + fe = 0, oder a -{- x ^h im 
Bereich oder Körper der rationalen Zahlen unbeschränkt lösbar, falls 
nicht im ersten Beispiel a «= ist. 

Dagegen ist nicht jede quadratische Gleichung aa:^ + 6 = oder 
ax^ + 6a? + c == 0, deren Koeffizienten dem Bereich der rationalen 
Zahlen angehören, in diesem Bereich auch lösbar. Diese Gleichimgen 
werden erst lösbar, wenn man dem Körper der rationalen Zahlen 

Ausdrücke von der Form ]/m „adjungiert", wo m eine ganze rationale 
Zahl bezeichnen kann. 

Man erweitert damit den Begriff der Zahl, indem man auch alle 

Ausdmcke von der Gestalt u + vj/m Zahlen nennt, wenn w, v ratio- 
nale Zahlen bedeuten. Zur Unterscheidung von den natürlichen Zahlen 

heißen die Zahlen u + v Ym algebraische Zahlen. Jede solche Zahl 
genügt offenbar einer quadratischen Gleichung ax^ + bx + c^O mit 
ganzen rationalen Koeffizienten, und man bezeichnet darum die Aus- 
drücke u + V yin auch speziell als quadratische Zahlen. 

Es sei m eine ganze rationale, im übrigen aber beliebige Zahl, und 
|/m die mit dem positiven Vorzeichen versehene Wurzel der Glei- 
chung x^ — m ^ 0, so adjungieren wir dem Bereich der rationalen. 
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Zahlen diese Oröße ]/m und nehmen in dem so erweiterten Zahlen- 
bereich die vier elementaren Operationen^ der Addition^ Subtraktion^ 
Multiplikation und Division, in unbeschränkter Folge vor, dann er- 
halten wir die sämtlichen rationalen Funktionen der Größe )/m. Weil 

aber ()/w)* = w, (]/m)^=»mym usw. usw. ist, so sind die sich er- 
gebenden Ausdrücke alle von der Form: 

a + 6 l/w 
oder noch einfacher: ^ 

worin a, fe, c, a^, \ jetzt wieder ganze rationale Zahlen, oder die 
Zahl Null bedeuten, indem nur der Fall, daß a^ und h^ resp. c allein 
Null sind, ausgeschlossen bleibt. 

Die rationalen Funktionen von ]//» bilden in dem oben defi- 
nierten Sinne einen RatlonalitätsbereiclL^) oder einen ZaUkörper'), 
auch kurzweg Körper (nach Dedekind), da die Summe, Differenz, das 
Produkt oder der Quotient zweier solcher Funktionen wieder von 
derselben Form ist. Wir benützen die zweite Bezeichnung und be- 
nennen insbesondere den soeben definierten speziellen Körper als 

einen quadratischen Zahlkörper. Derselbe ist durch die Zahl )/m voll- 
ständig bestimmt, weshalb er bequem mit Z;()/w) geschrieben wird. 

T^o keine Zweideutigkeit zu befürchten ist, kann auch kurz der 
yyKörper J" geschrieben werden. 

Es ist klar, daß auch der Körper der rationalen Zahlen ein ganz 
spezieller quadratischer Zahlkörper ist, und daß jeder quadratische 

Zahlkörper Ä:(]/m) den Körper der rationalen Zahlen vollständig 
enthält. Ganz allgemein ist die Ausdrucksweise gebräuchlich: Der 

Zahlkörper Ä;(|/m) entsteht aus dem Körper der rationalen Zahlen, 

indem man dem letzteren die Größe Ym adjungiert. 

Unmittelbar einleuchtend sind jetzt folgende Behauptungen: 

1. Der Zahlkörper ä:(— "j/w) ist identisch mit dem Zahlkörper 

1) L. Eronecker, Grundzüge einer arithmet. Theorie der algebr. Größen, 
1882, Werke, Bd. II, S. 248. 

2) Dirichlet-Dedekind, Vorlesungen, 4. Aufl., Suppl. XI, p. 452. In 
diesem Suppl. findet man die in dieser und den folgenden Nummern erwähnten 
Begriffe eingeführt. Für die Beweise vergl. bes. Hilbert, Zahlb. Kap. I bis III 
und XVI. 

2* 
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2. Ist d eine Wurzel der Gleichung: 

UqX^ + 2a^x + Oj =* und w = o^^ — «0^2; 

so ist der Körper TciS) identisch mit dem Zahlkörper Ä;()/m) und 
zwar definieren beide Wurzeln d^, d^ der Gleichung zweiten Grades 
denselben Zahlkörper. 

Nach dieser Ausdehnung des Zahlbegriffs erhebt sich nun als 
erste Frage: Was entspricht dem Begriff der ganzen rationalen Zahl 
und der gebrochenen rationalen Zahl im quadratischen Zahlkörper? 

Die Ausdehnung des Begriffs ;,ganz^' auf den allgemeineren Zahlen- 
bereich wird man zweckmäßig so vornehmen, daß der erweiterte Be- 
griff im spezielleren, nämlich rationalen, Zahlkörper seine Geltung 
behält, d. b. daß eine ganze Zahl des quadratischen Zahlkörpers, 
welche rational ist, :9ugleich eine rationale ganze Zahl ist. Man wird 
femer vor allem die Forderung stellen, daß im quadratischen wie im 
rationalen Zahlkörper der Begriff „ganz" für dieselben Rechenopera- 
tionen invariant bleibt, d. h. d^ß bei denselben Rechenoperationen 
ganze Zahlen immer wieder nur ganzzahlige Resultate liefern. Es ist 
für die ganzen rationalen Zahlen charakteristisch, daß die Summe, die 
Differenz und das Produkt zweier ganzer Zahlen jedesmal wieder eine 
ganze rationale Zahl ist, und man verlangt, daß diese Eigenschaften der 
ganzen Zahlen auch im quadratischen Zahlkörper noch gelten. Schließ- 
lich soll jede Zahl eindeutig, in der einfachsten Form auftreten, d. h. 
wenn eine ganze Zahl in der Gestalt 

c 

angenommen wird, sollen Zähler und Nenner dieses Bruches nicht 

einen überflüssigen gemeinsamen Teiler haben. 

Diesen Anforderungen genügt folgende Definition: 

Definition. Eine Zahl eines quadratischen Zahlkörpers heißt eine 

ganze quOrdratische Zahl, wenn sie einer Gleichung zweiten Grades 

genügt: 

x^ -j- a^x + Äg = 0, 

in welcher der Koeffizient des höchsten Gliedes gleich 1 ist, während 
die Koeffizienten a^ und a^ ganze rationale Zahlen sind. 
Aus dieser Definition folgt sofort folgender Satz: 

Satz. Jede ganze Zahl eines quadratischen ZahlkörperSj tvdche 
rational ist, ist zugleich eine ganze rationale Zahl. 

Beweis. Es sei a eine ganze Zahl des Körpers und genüge der 
Gleichung: 
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x^ + <h^ + «8 = 0. 
Ist niin die Zahl a rational^ bo kann sie als Quotient zweier ganzer 

rationaler Zahlen a und h in der Form « = x dargestellt werden, 

wobei man voraussetzen darf, daß a und & teilerfremd sind. Dann 
wäre also: 

p + «15 +0^2 = 0, 

oder 

Da rechts eine ganze rationale Zahl steht, so muß auch -^ ganz 

sein, was verlangt, daß 6=1 ist, weil a und 6 außer 1 keinen Teiler 
gemein haben, es bleibt also nur übrig, daß a = a selbst eine ganze 
rationale Zahl ist. 

Bezeichnung. Wir wollen künftig durchgängig die (ganzen) 
quadratischen Zahlen mit kleinen griechischen Buchstaben a, ß, y, 
tf . . . o . . . bezeichnen und die absoluten Beträge, wie üblich, mit | a \ usw. 

6. Der Zahlkorper 2;(]/m). 
Die ganzen Zahlen und die Basis des Körpers. 

Es erleichtert die Darstellung und die Untersuchung der neuen 

Begriffe wesentlich, wenn über die den Körper bestimmende Zahl y^m 
die Voraussetzung gemacht wird, daß m eine ganze rationale ZalU 
ohne quadratische Faktoren sein soll. 

Wir werden diese Voraussetzung dauernd festhalten und können 
dies umso eher tun, als sich zeigen läßt, daß die Betrachtung der 

Körper k (Y^) für ganz beliebige m auf den speziellen Fall zurückführt. 

Alle Zahlen il'^v Körpers k{Ym) sind von der Gestalt: 

a-{-hym 

— — • 

c 

Ist m eine positive Zahl, so enthält der Körper k(ym) nur 
redle Zahlen und heißt danach ein reeller Körper, Ist aber m eine 

negative Zahl, so sind alle Zahlen u -\- v )^, falls t? =+= 0, imaginär 

resp. komplex und kiym) heißt dann ein imaginärer Körper. 

Zu jeder Zahl « = gehört eine konjugierte Zahl 

«'=a ?- — welche dadurch charakterisiert ist, daß a und a der- 
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selben quadratischen Qleichung mit rationalen Koeffizienten genügen, 

und welche aus a hervorgeht, wenn man darin die Ghröße +ym 

durch —Ym ersetzt. Die zu a konjugierte Zahl soll stets durch den- 
selben Buchstaben mit dem Akzent, also mit a, bezeichnet werden. 

Wenn a eine ganze Zahl des Körpers ist, so ist auch a ganz 
und umgekehrt. Es ist ohne weiteres nach der Definition der ganzen 

Zahlen klar, daß jede Zahl a + b Y^ ganz ist, falls a, b ganze ratio- 
nale Zahlen sind. Ganz allgemein laßt sich jede ganze Zahl in der 

Gestalt - — '-— annehmen, wobei a, 6, c drei ganze rationale Zahlen 

ohne gemeinsamen Teiler sind, und wir wollen aus jener Definition 
noch einige weitere Folgerungen ziehen über die Form der ganzen 
Zahlen, indem wir untersuchen, ob der Nenner c in dem Ausdruck 

- — *^ auch andere Werte als c = 1 annehmen kann. Die Zahl a 
c 

befriedigt die Gleichung: 

tt 2a , a* — 6*111 ^ 

c * c^ ' 

und ist nach Definition nur dann eine ganze Zahl, wenn 

2 a j a' — b*m 

— und j- — 

c c' 

ganze rationale Zahlen sind. 

Angenommen c enthalte eine Primzahl p > 2 als Faktor. Dann 

muß auch a den Faktor p enthalten, damit — ganz ist. Femer muß 

dann p^ in a^ — b^m aufgehen, und weil a^ durch j>^ teilbar ist, muß 
b^m durch p^ teilbar sein. Die Zahl m enthält aber nach Voraus- 
setzung keinen quadratischen Faktor, es bleibt also mindestens die 
Bedingung fc* = 0, (p) übrig, die sicher nur erfüllt ist, falls auch b 
selbst durch p teilbar ist. Diese Folgerung widerspricht indessen der 
Annahme über a, b, c. Es kann bei beliebigen a, b, c der Nenner c 
außer etwa der Zahl 2 nur solche Faktoren enthalten, welche in a 
und b' gleichzeitig aufgehen. Man zeigt weiter auf die nämliche Weise, 
daß c allein auch nicht eine höhere Potenz als 2 enthalten kann, und 

daher sind alle ganzen Zahlen schon in der Form —T _!_??-* enthalten. 

Es ist unmittelbar einzusehen, daß für a =» und 6 + 0, oder aber für 
& » und a + die nichtverschwindenden Zahlen b bezw. a durch c 
teilbar sein müssen, oder daß c = 1 sein muß. Die Untersuchung der 
übrigen Möglichkeiten führt auf folgenden Satz: 
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Satz. Jede ganze Zahl des qmdratischen ZaJdkörpers Ä(]/m) 
läßt sich darstellen: 

1. durch die Formel 

a + fc-^^, 

im Falle, daß m = 1, (4) ist, 

2. durch die Formel 

a + hYm, 

im FaUe, daß m = 2, (4), öder w = 3, (4) is^, ««^öfcßf a, h irgendwelche 
gcmze rationale Zahlen bedeuten. 

Beweis. 1. Fall, m = 1, (4). Wenn a, b beliebige ganze rationale 

Zahlen bezeichnen, so ist die Zahl a = — ganz, wexin -^ und 

j ganz sind. Die erste Bedingung ist offenbar stets erfüllt, 

dagegen ist a^ — b^m ^ 0, (4) nur dann erfüllt, wenn entweder a 
und b gleichzeitig gerade, oder wenn a und b zugleich ungerade sind. 
Entsprechend diesen beiden Möglichkeiten ergibt sich für eine ganze 
Zahl a entweder die Form: 

a - 2 = «1 + hV^f 

oder: 

(2a^^l) + (2b, + l)Y ^ , l + ySi 

a 2 »2 -r ^2 2 

Beide Formen sind aber in dem Ausdruck a + b -^/— enthalten, 

und man sieht auch unmittelbar sofort ein, daß dieser Ausdruck bloß 
ganze Zahlen darstellt. 

2. Fall, t» = 2, (4) oder m = 3, (4). In diesem Fall ist die 

Zahl a = —-^2 ~ g*^ wenn a*— Vm = 0, (4) ausfallt. Weil aber 
das Quadrat einer ganzen Zahl entweder = 0, oder = 1, (4) ausfällt, 
so müssen a und b beide gerade sein. Alle ganzen Zahlen des Körpers 

sind somit von der Gestalt a -^-b Ym. 
Setzen wir von jetzt ab: 

1. cp = ^-^^, falls m = \, (4), 

2. cj = "l/m falls w ^ 1, (4), 

8o ist also jede ganze Zahl eines Körpers h (Vm) durch einen linearen 

Ausdruck 

a • 1 + 6co 

mit irgendwelchen rationalen ganzen Zahlen a, b darstellbar. 
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Man nennt die Zahlen 

1 und (D 

eine Basis des Zahlkörpers^ indem für dieselbe allgemein folgende 
Definition gilt: 

Definition. Unter einer Basis eines quadratischen Zahlkörpers 
verstellt man zwei ganze Zahlen o^, co^ des Körpers von der Beschaffen- 
heit, daß jede andere ganze Zahl des Körpers durch einen, linearen 
Ausdruck: 

mit bestimmten ganzen rationalen Koeffizienten a und b auf eine einzige 
Weise darstellbar ist. 

Es gibt unendlich viele Zahlenpaare (d^, (o^, welche als Basis 

des Körpers Äj(}/m) genommen werden können. 

In der Tat, wenn o^ und id, zwei ganze Zahlen sind, so bestehen 

ja die Beziehungen: 

©1 = Ol + ftj o 

(0^=' a^ + fejGj, 

und es bilden co^ und cd, eine Basis des Körpers dann, wenn die 
Gleichung gilt: 

«1 h 



«2 h 



= ±1. 



Unter dieser Bedingung ist nämlich: 

<^- ^1 -, 

daher gilt für irgendeine Zahl o* eine Darstellung: 

Andererseits erhält man auch jede ganze Zahl a des Körpers^ 
wenn a*, b* aUe rationalen ganzen Zahlen durchlaufen. 
Die Gleichung 

«1 h 



i«2 ^2 



= a^b^ — a^\ = ± 1 



kann für unendlich viele ganzzahlige Wertsysteme a^, ft^, o^, ft, be- 
friedigt werden, denn man darf für a^, b^ irgendwelche teilerfremde 
Zahlen wählen und kann dann stets a^, b^ der letzten Gleichung ent- 
sprechend bestimmen. Es gibt also unendlich viele Paare von 
Basiszahlen. 
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Satz. Bilden (Dj, co^ und Oj* ©g* 0wei verschiedene Systeme von 
Basisssahlen eines Körpers, und gilt die Darstellung 

a^ fej — ^2 ^1 = i 1 • 

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus der Darstellung von (d^^ co^ 
durch die Basis eo^, cog*. 

Auf Grund der bisherigen Resultate läßt sich nun weiter die 
folgende Behauptung beweisen: 

Satz. Die Summey Dlfferenjg, sowie das Produkt irgend zweier 
ganzer Zahlen a, ß des Körpers ist wieder eine ganze Zahl. 

Beweis. Die Summe oder Differenz zweier ganzer Zahlen a, ß: 

a = a-i- b(D 

ß r= c + do, 
ist 

und diese Zahl genügt offenbar den Bedingungen der ganzen Zahlen 
ebenso wie a und ß selbst. 

Für das Produkt zweier Zahlen hat man zwei Fälle zu unter- 
scheiden: 

1. m = 1; (4); dann ist a - ß ^ ac -\- (ad + bc)co + bdco^ 

und da 

5 1 + 2 l/m 4-m wi — 1 , 

wird, so ist a-ß ebenfalls Ton der Form u + vcd, wo u und v 
ganze rationale Zahlen bedeuten^ und somit eine ganze Zahl. 

2. m ^ 1, (4); dann ist a • ß =^ ac -\- bdm + (ad + bc) co, 

also ißt a ' ß wieder von der Form u + voa und folglich ganz. 

Hat man beliebig viele ganze Zahlen cc, ß, y, . , , und wendet auf 
dieselben die Operationen der Addition^ Subtraktion ^ Multiplikation 
beliebig oft nacheinander an, so erhält man immer wieder ganze Zahlen^ 
was man auch folgendermaßen ausdrücken kann: 

Satz. Jede rationale ganze Funktion von ganzen Zahlen a, /5, y, . . . 

des Körpers ä;(|/w) mit ganzen rationalen ZahlenJcoeffizioiten ist tvieder 
eine ganze Zahl des Körpers. 

Wegen ihrer vieKachen Verwendung in den folgenden Sätzen 
ist es praktisch^ einige Begriffe und Benennungen hier einzuführen: 
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Norm einer Zahl a\ n{a) heißt das Produkt der ZaU a mit 

ihrer Konjugierten a', abo 

n(a) = «•«'. 

Die Norm einer ganzen Zahl von A:(]/m) ist eine rationale und 
folglich rationale ganze Zahl^ sie ist immlich einfach gleich dem 
Absolutglied der quadratischen Gleichung^ welcher a genügt. 

Für ein Produkt aus irgend welchen Faktoren berechnet man 
die Norm nach folgendem Satz: 

Satz. Die Norm des Produkts zweier Zahlen a und ß ist gleich 

dem Produkt der Normen der beiden Zahlen, 

Es ist: 

n{aß) = aß • aß' = aa • /J/3' = n(a) • «(/3). 

Diskriminante einer Zahl a: d{a) heißt der Ausdruck: 

d{a) = (a — a'Y, 

auch diese Zahl ist rational und ganz. Die Diskriminante einer ratio- 
nalen Zahl ist stets gleich Null. 

Diskriminante des Körpers k(y7n) heißt der Ausdruck: 

d = rf(cj) = (oj — co'y. 

Man kann die Körperdiskriminante in Determinantenform schreiben: 

i 1 0) , 

und sieht dann leicht, daß, wenn (d^, cu^ irgend zwei andere Basis- 
zahlen sind; man auch 



rf = 



(Dl (D| '* 
(Ol G)g' 



setzen kann. 

Wenn nämlich 

Ol = ttj -[- &! (O, 0)/ =• «1 + &i oj' 

(02=08 + fei oj, (öj' == öj + feg ca' 

I a, fej 
gesetzt wird, so muß = ± 1 sein, und man hat nach dem 

l^a fea 

Multiplikationssatz für Determinanten: 

I (»1 (Dg I a^ fei 1 (D , 

I ®i' ^2 \^ fej \ 1 ^ 
also, wenn ttjfe, — Ogfei = ± 1 ersetzt wird: 

1 (D * 



I 






Fl U/g 



Oj OJ, 



1 «' 
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Die Diskriminante des Körpers A'(]/m) ist: 

1. d = m, wenn m = 1, (4), 

2. d = 4m, wenn m ^ 1, (4). 

Die Diskriminante d ist positiv für reelle und negativ für ima- 
ginäre Körper. Sie ist nur ungerade, wenn m = 1, (4) ist. 

Beispiele. Zur Erläuterung der bisher entwickelten Begriffe 
und Sätze führen wir eine Reihe von Zahlenbeispielen an. 

Die Zahl m soll nach unserer Voraussetzung keinen quadratischen 
Faktor enthalten. Man kann darnach nehmen: 

w - ± 1, ± 2, ±3, ± 5, ± 6, ± 7, ± 10, ± 11, ± 13, . . . 

Der Körper i(|/I) ist offenbar der Körper der rationalen Zahlen, 
der hier nicht für sich untersucht werden soll. 

1. Beispiel: ä(/- l). 

Es ist m « — 1, m = 3, (4). 

Eine Basis des Körpers bilden 1, (o =l/— 1. 

Die ganzen Zahlen sind enthalten in der Form a + 6"}/— 1. 



Zu einer Zahl a^a + b ]/— 1 ist die Konjugierte a ^a — &}/— 1, 
und es ist die Norm «(«) = a*+ 6^ 

Diskriminante einer ganzen Zahl a des Körpers ist d(a) = — 4ft* 
Eine Ausnahmestellung unter den ganzen Zahlen des Körpers 

nimmt die Zahl £ =]/— 1 ein. Für sie ist ^(c) = + 1, es ist also 

— wieder eine ganze Zahl, und man kann etwa sagen, daß Y~~ ^ 

eine ganze Zahl ist, welche in ± 1 aufgeht. 

Die Diskriminante des Körpers ist t? = — 4. 

Die Basis des Körpers kann aber auch anders dargestellt werden 

als durch 1, ")/— 1, z. B. durch : 

Cj=l +y^^(^l.l + l(o\ öj,= 2+>/-T(=2. 1 + l-ß}), 

weil hier 

a^ ftj — a^hi = — 1 
ist, oder durch 

0)1 = 1— v^T, cög — 2 + sy^, 

wo 

ttj 62 — a^fc^ =« 1 ist, usw. 

« 2. Beispiel: Ä;()/5). 

Es ist w = 5, w = 1, (4). 
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Eine Basis des Körpers bilden die Zahlen: 1, o = J ; oder 
1, cd', weil cd'= 1 — ©; oder 2 + 3o, 1 + 2a) usw. 

Die ganzen Zahlen sind enthalten in der Form a-\-'bGi^a-^}) —^ • 

Zu einer Zahl a = a + fe co ist die Konjugierte a-\-hts!^a-\-}) — -^ , 

und es ist «(a) = a*+ afc — 6*. 
Diskriminante d{a) = 56^ 

Wie im vorigen Beispiel des Körpers h i^—\) die Zahl y!— 1 ^ 
so nimmt jetzt die Zahl o eine Ausnahmestellung unter den ganzen 
Zahlen des Körpers ein. Es ist nämlich n(c}) = — 1 und es geht 
daher o oder o' in ± ^ &^^- Ebenso verhalten sich die Zahlen cd', 
o* . . ., o"^, o"*, G}~^ . . ., welche alle untereinander und von o ver- 
schieden sind. 

Die Diskriminante des Körpers ist rf = 5. 

Für einige andere Körper stellen wir die Resultate in einer 
kleinen Tabelle zusammen^ indem wir übrigens auf die Tabellen am 
Schluß des Buches verweisen. 



Körper 



Charakter 
von m 



Basis 



Ganze Zahlen 



«(«) 


d(a) 


d 


a»+a6 6« 


56» 


5 


a» 36« 


126» 


12 


a» 26» 


86» 


8 


o» + 6» 


46» 


-4 


o» + 26» 


-86» 


8 


o»+a6+6» 

1 


-36» 


3 






3 
2 
1 
2 

3 



1.(4) 
3,(4) 



1 + ^6 



1' 2 

i,y3 



ä(V5) 

ä(i/3) I 
ä(>/2) , 

Ä(y-i)i 

Ä(y-2)| ^ _ 

Ä(v/-3)l-3^1,(4)jl,i±>;-i 



=2,(4) i,y2 

=3,(4) i,y- 1 

=2,(4):l,y:r2 



0+6 ^/ - 

a+6)/3 
a+6y2 
0+6)/— 1 
0+6]/^^ 



a+6— i-a — "» 



Aus dieser Tabelle ersieht man, daß die Diskriminante eines 
Körpers jedesmal der größte gemeinsame Teiler aller Diskriminanten. 
der ganzen Zahlen des Körpers ist. Die Diskriminanten der ratio- 
nalen Zahlen, und nur diese, sind gleich Null. 

Die Norm einer ganzen Zahl ist ffir einen reellen Körper positiv 
oder negativ, für einen imaginären Körper stets nnd nur positiv. 
Jedenfalls ist aber der absolute Betrag der Norm einer ganzen von 
Null verschiedenen Zahl des Körpers ^ 1. 
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7. Teilbarkeit der ganzen Zahlen. 

Eine ganze Zahl a des Zahlkörpers 'k\^nih) heißt durch eine 
andere ganze Zahl /3 dieses Körpers teilbar, wenn man eine ganze 
Zahl y so finden kann, daß 

ist. 

Ist eine, in 4: 1 nicht aufgehende, ganze Zahl % nur durch sich 
selbst und durch solche ganze Zahlen teilbar, welche auch in 1 auf- 
gehen, so hat % scheinbar den Charakter der rationalen ganzen Prim- 
zahlen und soll vorläufig unze^iegbar heißen. 

Wenn man nun die Zerlegung irgend einer Zahl in unzerlegbare 
Faktoren durchgeführt hat, so erhebt sich vor allem die Frage, ob 
diese Zerlegung auch nur auf ei7te Weise ausgeführt werden kann, 
oder ob etwa Gleichungen bestehen von der Form: 

worin die einzelnen x von den tc sich nicht bloß um Faktoren unter- 
scheiden, die in 1 aufgehen, sondern so beschaffen sind, daß kein x 
durch irgend eine der Zahlen ;r teilbar ist. 

Man wird versuchen, das Euklidische Teilerverfahren auf die 
quadratischen Zahlen zu übertragen. Wenn dieser Versuch gelänge, 
80 müßte daraus der Satz von der eindeutigen Zerlegbarkeit folgen. 
Läßt sich indessen zeigen, daß das Euklidische Teilerverfahren im 
allgemeinen nicht mehr gilt, so bleibt die Gültigkeit der eindeutigen 
Zerlegbarkeit zweifelhaft. 

Der Deutlichkeit wegen nehmen wir zuerst ein Beispiel durch, und 
zwar zunächst ein solches, in dem das Verfahren noch gilt: die Zer- 
legung der ganzen Zahlen im Körper kyY— l). 

Es seien: 

a^a,+ a,y-l, ß-ht + hV^l, 

zwei ganze Zahlen, und zwar w(a)^w(/J), ohne daß ß in a aufgehe, 
dann soll der größte gemeinsame Teiler von a und ß gesucht werden. 

Die einfache Division -^ ergibt eine ganze Zahl und einen Rest: 

a ^aß' ^ , r + 8 V— 1 
ß n(ßj ^'^ n(P) ' 

aber dieser Ansatz ist insofern noch unbestimmt, als r und s zwischen 
und n(ß), oder zwischen und — w(/3), oder endlich zwischen 
— ^n(ß) und +^w(/3) liegen können. Wir setzen fest, daß als Rest 
„der absohU Jcleinste Besif^ genommen werde, indem: 
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|r|^iw(/5) und \s\£4tniß) 
zu wählen ist. Dann kann man die Division a : ß bo ansetzen: 

a^yß + (f^^ 



wo pQ= J - nun eine ganze Zahl ist, für welche 

wird. 

Ist w((>q) > 1, so dividiere man jetzt ß durch Qq^ und zwar sei 

indem nun neuerdings q^ so gewählt ist, daß: 

ausfällt und setze diese Division so lange fort, bis einmal w((>„_i)>l 
und entweder w(^J = 0, oder w(()^) = 1 wird. Eine dieser beiden Mög- 
lichkeiten muß einmal eintreten, weil die Normen der Reste eine 
abnehmende Reihe von positiven ganzen rationalen Zahlen bilden. 

Im ersten Fall ist ^„= 0, und es sind a und ß durch q„_^ teil- 
bar; im zweiten Fall, wo n^Q^ = 1 ist, geht p„ offenbar in 1 auf und 
es sind a und ß nur durch 1 oder eine in 1 aufgehende Zahl teilbar, 
also teilerfremd. 

Nach dieser Betrachtung gilt für die Zahlen des Körpers k{y--l) 
das Euklidische Teilerverfahren, da die Reclmung nach einer endlichen 
Anzahl von Schritten abbrechen muß, und darum gilt auch noch der 
Satz von der eindeutigen Zerlegung der ganzen Zahlen in Primfaktoren. 

Nim betrachten wir den allgemeineren Fall t('|/w), wenn 
m ^ 1, (4) ist. Indem wir zwei Zahlen a : ß dividieren nach dem 
Schema: 

ß n{ß) ^ ^ "^ n{ß) ' 
oder 

a = yß + ^0, 

können wir wiederum annehmen i): 

\r\^^\n(ß)\. \s\<^\n{ß)\, 
dann ist: 

also 



1) Dieser so gewählte Rest der Division soll wieder „der absolut kleinste 
Mestf* nach ß heißen. 
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Aus dieser Ungleichung folgt nun weiter die allgemeine Un- 
gleichung 

l»((»o)l<l«0')l 
nur dann, wenn 3 > m > — 3 ist. In allen andern Fällen kann 
eintreten, daß |w(^q) | > [w(/3) | usw. wird, dann braucht das Ver- 
fahren nicht mehr nach einer endlichen Anzahl von Schritten ab- 
zubrechen, und dieser Fall ist der allgemeine für die Zahlen des 
allgemeinen Körpers Jc{y^). Natürlich ist darum für diese Körper 
der Satz von der eindeutigen Zerlegung nicht mehr auf das Eukli- 
dische Teilerverfahren zu gründen, und es bleibt seine Gültigkeit über- 
haupt zweifelhaft. 

Ein gleiches ergibt sich für die Körper k(ym\ wenn m= 1, (4) ist. 

Tatsächlich zeigen auch direkt die folgenden speziellen Beispiele, 
daß es Körper gibt, deren Zahlen in mehrfacher Weise in Faktoren 
zerlegt werden können, in denen also der Fundamen talsatz der 
rationalen Zahlentheorie nicht mehr gilt. 

1. Beispiel. Der zu betrachtende Körper sei Je (}/ — 5). 
Die ganzen Zahlen desselben sind von der Form: 

a + hY^. 

Die einzigen ganzen. Zahlen des Körpers, welche in der Zahl 1 
aufgehen, oder deren Norm + 1 ist, sind ± 1. Denn ist: 

so folgt durch Übergang zu den Normen: 

1 = (o« + 5*>) (a, + oft,«), 
und da die Normen rechts ganze Zahlen sind, so bleibt nur: 

mit der Lösung a == a^ = ± 1, 6 = &| = übrig. 

Untersucht man nun die Zahl 21, so findet man die Zerlegungen: 

21 == 3 • 7 - (4 -h ]/:r5) (4 - yz^) = (i + 2l/-"5)(l - 2>/=^), 

wo jetzt die ganzen Zahlen 

3^ 7, 4 + }/- 5, 4-1/^5, 1 + 2]/=^, l-2]/=r5 
lauter unzerlegbare Zahlen sind, die alle wesentlich verschieden von- 
einander sind. 

Wäre z. B. 3 zerlegbar, so hätte man etwa: 

3 = (a -f 6l/-"5)(ai + b, Y^^ 
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woraus durch Ausmultiplizieren und Vei^leich beider Seiten der 

Gleichung sich ergibt: 

3 = aa^^ — bbb^ 

= a^i + ttj^b. 

Die letzte Relation ergibt, unter P einen noch unbekannten 
von Null verschiedenen Proportionalitätsfaktor verstanden: 

a^^Pa, \ P'h, 

also folgt aus der ersten Gleichung: 

3=»Pa« + 5P6«, 

wo Pa^ und P&* positive ganze Zahlen sind. Falls & + 0, so wäre 
5P&'>3, also könnte die letzte Gleichung nicht bestehen, und es 
ergibt sich als einzig mögliche Lösung: 

3-Pa^ = P6», 
oder: 

J = 0, a = 3, P = ^ und 

< 

[ 6i = 0, a^ =- 1 
bezw. 

fc == 0, a = 1, P = 3 und 

6^ = 0, «1 = 3 

d. h. man erhält 3 » 3 • 1 » 1 • 3, also ist 3 unzerlegbar. 
Wäre 4 +y— 5 zerlegbar, etwa in der Form: 

4 +y^5 = (a + 6l/="5)(a, + hV^, 
80 erhielte man durch Bildung der Normen rechts und links: 

und da man in dieser Gleichung nur ganze rationale Zahlen hat, so 
bleiben folgende Möglichkeiten: 

1. 21«aH5fe^ l=ai«+5V 
mit den schon bekannten Lösungen: 

1 a. a = 4, 6 = 1, a^ = ± 1, 6i = 0, 

und der, die ursprüngliche Gleichung nicht befriedigenden Lösung 
Ib. a=l, 6 = 2, ai = ±l, fe^^O. 

2. 3 = a*+56«, 7 = ai*+56i« 
ohne Lösungen, und: 

3. 3 = aiH66i^ 7=a«+56« 



{ 



ohne Lösnng. Ganz ebenso zeigt sich, daß 7, 1 + 2 Y— 5, 1 — 2 y — 5 
unzerlegbar sind. 
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Es bleibt nur noch nachzuweisen, daß die drei Zerlegungen auch 
wesentlich verschieden sind und sich nicht nur um Faktoren der 1 
unterscheiden. Wäre z. B. 

4 +1/^75 = (1 + 2y=r5)(^ + yy=5), 
so folgt: 

4 = a: - lOy 

woraus man berechnet: 



daher ist 4 + ]/— 5 durch 1 + 2 "|/-— 6 nicht teilbar, und ähnliches 
läßt sich für die übrigen Möglichkeiten beweisen. 

Einfachere Zerlegungen im selben Zahlenkörper sind z. B.: 

6 == 2 . 3 = (l +l/=-"5)(l -]/^, 
9 = 3 . 3 = (2 +>/ir5)(2 -Y^ etc. 

Dieses Beispiel zeigt klar, daß es Zahlen gibt, welche sich 
auf ganz verschiedene Weisen in Faktoren zerlegen lassen können. 
Der Begriff der „unzerlegbaren^' Zahl deckt sich ganz und gar nicht 
mit dem uns geläufigen Begriff der rationalen Primzahl. 

2. Beispiel. Wir betrachten jetzt den reellen Zahlkörper k (VTÖ). 
Da 10 = 2, (4) ist, so sind die ganzen Zahlen von der Form: 

Zuiw^hst interessieren die ganzen Zahlen des Körpers, welche in d: 1 
aufgehen. Wenn s eine solche Zahl ist, und ± 1 » a • £^ gesetzt wird, 
so ist 1 = n{a) • n{6^. Da die Norm einer ganzen Zahl selbst eine 
ganze rationale Zahl ist, so hat man n{s) = ± 1 und n{6^ =' d: 1 zu 
setzen. Man kann daher gleichbedeutend füreinander sagen, entweder 
eine ganze Zahl geht in 1 auf, oder die Norm einer ganzen Zahl sei 

± 1. Setzt man £ = a + ^VlÖ; so haben wir also die Werte a, h 
zu bestimmen, für welche: ± 1 =' a* — 106^ ist. 

Durch einfaches Probieren findet man für die Gleichung 

- 1 = a^ - 106^ 
sofort eine Lösung: 

a = -t3, 6 = ±1, 
und man hat 

-i = (3+yTö)(3~i/Iö), 

oder 

- 1 = (_ 3 + yTo)(- 3 - }/iö). 

Sommer, Zahlentheorle. 3 
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Aus dieseii Gleichungen lasBeo sich aber dann niftendLeh Tiele weitere 

LoeuDjroi der ursprünglichen Gleichung ahleit«L 
Durch Quadrieren erhalt man namUch: 

1 = (19 + 6 yiöj (19 - 6 V^J, 

und diaee Zeiiegung enthalt fiar die Gleichung 

1 = a* - lOfc« 

die weitere Losung a = 19, 6 = 6. 

Auf analoge Weise liefert jede ganzzahlige Potenz: 

eine Lösung der Gleichung: 

r~ 1)* = a« ~ 10&*. 

Durch diese Zahlen 3 + l/lö, - 3 + /lÖ, 19 + 6 ]/IÖ usw. ist 
aber natürlich nicht nur die Zahl 1, sondern jede ganze Zahl des 
Körpers teUbar. 

Wir werden nun zwei Zerlegungen einer Zahl wie z. B. 

6 = 2 3 
und 

6 = - 2 . 3(3 +|/IÖM> - VIÖJ 

nicht als wesentlich verschieden betrachten, sondern nur als eine Zer- 
legung ansehen. 

Mit dieser Beschränkung sind 2 und 3 unzerlegbar. Die Zer- 
legung 

- 4 = (ß + 2Yl6)(ß - 2yiö) 

ist nicht wesentlich verschieden von der Zerlegung 4 = 2-2. 
Dagegen ist 

= 2 . 3 = (4 +yTÖ)(i -I/IÖ) 

eine doppelte Zerlegung der Zahl G, während die Zerlegungen 

6 = (4+l/IÖ)(4->'lÖ) 
und 

6 = (16 + 5 ylö) (16 - 5 ylö) 

gleich sind, weil die Zahlen 4+)/i0 und 16 — öyTO einerseits^ 

4 — >/lO und 16 + 5 )/lO andererseits sich nur um einen in 1 auf- 
gehenden Faktor unterscheiden^ indem z. B. 

(4 + 1/ lÖ) ( 1 9 - 6 YlO) = 16-51/10 
ist. 
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Dieser Fall zeigt^ daß wegen der in 1 aufgehenden ganzen Zahlen 
in einem reellen Körper zwei sehr verschieden aussehende Zerlegungen 
doch wesentlich gleich sein können. Es bleibt jedoch die Tatsache 

der mehrfach möglichen Zerlegung der Zahl 6 im Körper Ä;()/lÖ) 
bestehen ; und dasselbe ließe sich für beliebig viele andere Zahlen 
nachweisen. 

Wenn ab^r schon in speziellen Fällen der Satz von der ein- 
deutigen Zerlegung einer ganzen Zahl des Körpers Ä()/m) in unzer- 
legbare Faktoren nicht mehr gilt, so ist an einen Beweis des Satzes im 
allgemeinen überhaupt nicht zu denken. Die Theorie hat sich mit 
der zwei- und mehrfach möglichen Zerlegung einer ganzen Zahl in 
Faktoren abzufinden. Damit werden aber auch alle die schönen Ge- 
setze der rationalen Zahlentheorie hinfällig. Mit dieser Tatsache 
würde eine Zahlentheorie der algebraischen Zahlen ungeheuer schwer- 
fällig, wo nicht unmöglich werden. 

Nachdem mehrere Mathematiker (Gauß, Kummer 1844) diesen 
Übelstand bemerkt hatten^ fand Kummer auch einen Ausweg aus 
den entstandenen Schwierigkeiten. Um den Satz von der eindeutigen 
Zerlegbarkeit für die algebraischen Zahlen wieder herzustellen^ führte 
er ^) den Begriff der Idealzahlen ein. Man darf die Entdeckung dieses 
Begriffes zu den schönsten Entdeckungen in der Zahlentheorie zählen. 
Es wäre reizvoll, die Darstellung der Idealzahlen nach Kummer hier 
anzuführen, doch muß ich darauf verzichten und will mich gleich zu 
dem Begriff der Ideaie wenden, den Herr Dedekind*) aus dem Be- 
griff der Idealzahlen in glücklicher Weise entwickelte, da er dadurch 
dem ursprüngüchen Begriff eine realere Existenz gab. 

8. Spezielle Zahlsysteme und Ideale. 

Der Begriff des Ideals läßt sich sehr deutlich entwickeln an 
einem ganz speziellen Fall. Betrachtet man nicht den vollen Bereich 
der ganzen rationalen Zahlen, sondern nur einen Teil desselben, z. B. 



1) Grelles Journal, Bd. 36, S. 319: Zur Theorie der komplexen Zahlen, 
und ibid. S. 327: Über die Zerlegimg der aus Wurzeln der Einheit gebildeten 
komplexen Zahlen in ihre Primfaktoren. Die Entwicklungen von Kummer be- 
ziehen sich auf den sogenannten Kreiskörper. (Ber. der k. Akad. Berlin, März 
1845.) 

Die Idealzahlen hat P. Bachmann in seiner Zahlentheorie, Bd. V, S. 144 
für den quadrat. Körper erläutert. 

2) Vorles., Suppl. XI, p. 560 (Modul S. 493). 

3* 
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die Gesamtheit^) der Zahlen von der Form 4n + 1, so kann man das 
Produkt irgend zweier Zahlen bilden und die Division wie üblich de- 
finieren, während von der Addition und Subtraktion abgesehen werden 
soll. In der Reihe: 

1, 5, 9, 13, 17, 21, 25 ... 73, 77 ... 141 .. . 

steckt offenbar das Produkt irgend zweier Zahlen wieder drin, denn 

es ist: 

(4n + l)(4ni + 1) = 4m + 1, 

(Beisp. 5 . 9 = 45, 9 • 13 = 117 usw.) 

und man darf in einem Produkt auch die Faktoren yertauschen. 

Die Zahlen 5, 9, 13, 17, 21, 29 ... sind unzerlegbar in dem 
zugrunde gelegten Zahlbereich. Nimmt man z. B. 21, so ist diese Zahl 
nicht gleich dem , Produkt zweier anderer Zahlen der Reihe. Die 
Zahl 10857 z. B. läßt dagegen folgende Zerlegungen zu: 

10857 - 141 . 77 «= 21 . 517, 

und es sind diese Zerlegungen wesentlich verschieden, weil 21, 77, 
141, 517 unzerlegbar sind. Ebenso ist: 

693 =» 21 . 33 = 9 . 77 

441 = 21* = 9 . 49 usw. 

Für uns ist nun aber von vornherein ganz klar, wie diese 
Zerlegungen eindeutig gemacht werden können. Nimmt man zu den 
angeschriebenen Zahlen noch alle übrigen ganzen rationalen Zahlen 
hinzu, so ist doch beispielsweise im ersten Fall: 

10857 = 3 . 7 . 11 . 47 

eine eindeutige Zerlegung in dem vollen erweiterten Bereich. Der 
Gedanke von Kummer besteht nun, auf den Spezialfall angewendet, 
darin, diese elementaren Faktoren 3, 7, 11, 47 als Idealzahlen den 
Zahlen des Körpers zu adjungieren. Die Zahl 3 kann ja angesehen 
werden als größter gemeinsamer Teiler von 21 und 141; 7 desgl. von 
77 und 21; 11 desgl. von 77 und 517; 47 desgl. von 141 und 517. 
Bezeichnet man nun mit dem Symbol 

Ideal \ = (a, h) 

nichts anderes als eben den größten gemeinsamen Teiler der beiden 
ganzen Zahlen a und h, so wird in dem behandelten Beispiel der 
Faktor 3 identisch mit dem Symbol (21, 141), femer 7 identisch mit 

1) Herr Fueter nennt ein ähnliches derartiges System „ZahletrahP^ 
siehe Grelles Jonmal, Bd. 130, S. 208. 
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(21, 77) und 11 resp. 47 identisch mit (77, 517) bez. (141, 517). 
Nehmen wir nun noch das Symbol j ^ (a) hinzu, so kann man 
schreiben: 

(141) = (21, 141) (141, 517); (77) = (21, 77) (77, 517) 
mid 

(10857) = (21, 141) (141, 517) (77, 21) (77, 517). 

Weil andererseits 

(21) == (21, 141) (21, 77); (517) = (517, 77) (517, 141) 

ist, so geben 141 • 77 und 21 • 517 dieselben Zerlegungen. Ganz 
analog erhält man in den beiden anderen Beispielen: 

(693) = (21, 9) (21, 77) (33, 9) (33, 77), 

(441) = (21, 9) (21, 49) (21, 9) (21, 49). 

An diese Einführung der Symbole (a, b) schließen sich folgende 
leicht einzusehende Folgerungen: 

Das Symbol (a, b) ändert sich nicht, wenn man demselben irgend 
eine Zahl beifdgt von der Form: 

ac + bd, 

wo c und d beliebige, dem System angehörige Zahlen sind, d. h. die 

Symbole: 

(a, 6) 
und 

(a, 6, ac + bd) 

stellen dasselbe Ideal vor. Es kann daher ebenso gut ein Ideal defi- 
niert werden als ein Simultansystem von beliebig vielen Zahlen, d. h. 
als der größte gemeinsame Teiler derselben, und man hat nur ein 
Kriterium für die Gleichheit irgend zweier gegebener Ideale zu ent- 
wickeln. In dem Zahlenbeispiel ergibt sich sofort: 

Zwei Ideale sind gleich, wenn jede Zahl des einen Ideals auch 
in dem zweiten Ideal vorkommt, oder durch eine lineare Kombination 
der Zahlen des zweiten Ideals mit geeigneten Zahlen des gegebenen 
Zahlsystems erzeugt werden kann. 

Wir wenden uns jetzt zum allgemeinen Fall. 

9. Die Ideale des quadratisohen Zahlkörpers. 

Man nimmt zu den ganzen Zahlen eines Körpers von Anfang an 
unendlich yiele Ideale hinzu, welche folgendermaßen definiert sind: 

Definition. Ein System von ganzen Zahlen des Körpers k{ym): 
j = (a, ft y, . . .) von der Beschaffenheit, daß jede lineare Kombination: 
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aJi + ßl^ + yr + • • • 

der Zahlen cc^'ß^y . . . mit gangen Zahlen ly n,v . . . des Korpers wiederum 
dem System angehört, heißt ein Ideal des Körpers. 

Inflbesondere heißt ein Ideal Hauptideal , wenn seine Zahlen die 
Yielfachen einer dem Ideal angehörigen ganzen Zahl des Körpers sind, 
d. h. wenn es die Form besitzt: j = (o, aA, aft, . . .). Man schreibt 
ftlgdann ein&ch \ = (a). 

Es ist künftig genan zu unterscheiden zwischen Idealen, Haupt- 
idealen und Zahlen^ doch kann man wohl oft ohne Zweideutigkeit 
2jahlen statt der Hauptideale u. y. t. setzen. 

Ideale, welche nicht Hauptideale sind, heißen häufig Nebenideale, 
wir wollen sie Nicht-Hauptideale nennen. 

Enthält ein Ideal j die 1 oder eine in 1 aufgehende ganze Zahl, 
so ist es ein Einheitsideal und wird symbolisch j » (1) geschrieben. 

Bezüglich der Bezeichnung setzen wir fest, daß Ideale stets mit 
deutschen Buchstaben a, b, c, b, . . . p . . . benannt werden sollen. 

Um überhaupt mit diesen neuen Symbolen operieren zu können, 
ist erforderlich, daß man ein Kriterium für die Gleichheit, resp. Ver- 
schiedenheit, zweier Ideale hat und die für irgend zwei Ideale mög- 
lichen Verknüpfungen (Multiplikation und Division) festlegt 

Für die Gleichheit zweier Ideale sei festgesetzt: 

Definition. Zwei Ideale (a, ß, y . . .) und (a, , ß^, y^ . . .) des 

Körpers /rd/w) sind gleich, in Zeichen ausgedrückt, es ist: 

(a, ß, y ...) = («!, /5i, yi ...)r 
wenn jede Zahl a des ersten Ideals auch dem zweiten Ideal angetiört 
(ev. durch eine lineare Konibifiation cc^l + ß^fi -{- - - - erzeugt werden 
kann) und umgekehrt, wenn jedes cc^^, ß^ usf. auch dem ersten Ideal 
angehört. 

Für die Multiplikation der Ideale soll die folgende Festsetzung 
gelten : 

Sind a = {a, ß, y . . .) und b = (cc^y ß^, y^ . . .) zwei IdecUe des 
Körpers k (ym), so versteht man unter dem Produkt derselben dasjenige 
Ideal, welches gd)ildet wird aus allen Zahlen, icdche man erhält^ wenn 
man jede Zahl aus a mit jeder Zahl aus b multipliziert und diesem 
System noch aüe linearen Kombinationen dieser Produkte mit ^nzen 
Zahlen des Körpers hinzufügt: 

ab ^ («tti, a/Ji, ay^, a^ß, ßß^, - - m " 0- 
Aus der Definition folgt unmittelbar die Vertauschbarkeit der 
Faktoren: ab = ba, und femer ei^bt sich für die Division: 
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Ein Ideal d ist durch ein Ideal b teäbar, wenn man ein Ideal c 
des Körpers angeben kann, so daß 

a = b • c 

ist c heißt der Quotient der Ideale a und 6. 

Während die Multiplikation und Divison von den ganzen Zahlen 
auf die Ideale ausdehnbar ist^ so läßt sich dagegen der BegrifiP der 
Addition resp. Subtraktion auf die Ideale nicht erweitern^ es bleibt 
diese Verknüpfung auf die Zahlen beschränkt. 

Satz. In jedem Ideal des Körpers fc(]/w) lassen sich unendlich 
vidmal zwei ganze Zahlen des Körpers i^* und i^* so angd)en, daß 
jede Zahl des Ideals sich als lineare Kombination dieser beiden mit 
ganzen rationalen Koeffizienten l^ und l^ in der Form: 

darstellen läßt 

Beweis. Wir schreiben das Ideal j so, daß wir jede Zahl durch 
die Körperbasis 1, cb ausdrücken: 

\ = (a -\-'b(Oj a^ + \(o, a^ -\- b^o), . . , Ä^ . . ,), 

und beweisen zunächst: wenn a + bo und a^ + b^co irgend zwei 
Zahlen des Ideals sind, so gehört dem Ideal auch eine Zahl a' + b'(o 
an, in welcher V der größte gemeinsame Teiler der Zahlen b und 6^ 
ist. In der Tat gehört ja nach Spezialisierung der früheren De- 
finition dem Ideal auch jede Zahl 

x{a + b(o) + y{a^ + b^ixi) 

an, wenn x, y rationale tranze Zahlen bedeuten. Man kann aber x. y 
J bestimmen, daß die Diophantische Gleichung: 

xb + t/6i = V, 

erfüllt ist, und damit ist die Behauptung erwiesen. Durch wieder- 
holte Anwendung dieser Bemerkung auf a + 6'o und a>^ + b^(o usf. 
ergibt sich nun, daß dem Ideal eine Zahl 

angehört, wo i^ der größte gemeinsame Teiler aUer Zahlen &, 6^, &, ... 
ist, während J^ eine noch bestimmten Bedingungen genügende ganze 

rationale Zahl sein muß. Die Zahlen — , —■ usw. sind lauter ganze 

rationale Zahlen, woraus folgt, daß auch alle die rationalen ganzen 
Zahlen 

a + b(o ~ (Ji + h^o) = a — — J^ usf. 

dem Ideal angehören. Jedes Ideal enthält somit beliebig viele ratio- 
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nale ganze Zahlen^ wie auch von vornherein einleuchtet^ da ja außer 
einer Zahl a auch aa' =» n(a) zu den Zahlen des Ideals gehört. Nun 
sei i der größte gemeinsame Teiler aller rationalen ganzen Zahlen 
des IdealS; dann gehört i dem Ideal an, was man mit genau den- 
selben Schlüssen nachweist; wie sie oben für die Zahlen b, 6^ und V 
angewendet wurden. Wählt man nun noch die ganze rationale Zahl v 

SO; daß 

^\ = J — vi <Ci 

wird; so ist auch J+ i^cj — vi =^ ij^ + ^s^ eine Zahl des Ideals, imd 
es sind 

und 

*2 = h + h^ 

zwei Zahlen wie sie der Satz verlangt. 

Es möge nämlich a = a + h(D eine beliebige Zahl des Ideals sein, 

so ist li^ -r- ganZ; und dem Ideal gehört auch die Zahl an: 

a — l^L^ ^ a — Zgi'i, 

welche ganz und rational ist; folglich wird nach unserer Bestim- 
mung von i: 

wo l^ eine ganze rationale Zahl bedeutet; und man hat zusammen- 
gefaßt: 

w. z. b. w. 

Man kann sonach das Ideal darstellen in der Form: 

i = {h h + h^)7 

und diese Darstellung soll künftig die kanonische Darstellung heißen. 

Wir wollen nun gleich aus der Definition des Ideals noch einige 
Beziehungen der rationalen Zahlen i, i^y i^ ablesen. 

Da nämlich für irgend zwei ganze rationale Zahlen x, y die Zahl 

xi€o + y{i.^ + igo) =- yi^ + (xi + yi^)G} 
zum Ideal gehört; und darnach 

^i + yh = 0; (i,) 
ist; 80 muß i ein Vielfaches von i^ sein, da femer 

zum Ideal gehört^ so muß auch i^ ein Vielfaches von i^ sein. 

Die Norm jeder quadratischen Zahl a^ welche dem Ideal an- 
gehört; muß durch die Zahl i teilbar sein. 
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Die Zahlen ti = i, ^2 = ii + i^o}, oder aUgemein irgend zwei 
ganze Zahlen i{^, i^* des Ideals, welche den Bedingungen des Satzes 
genügen, heißen eine Basis des Ideals, analog der früher eingeführten 
Bezeichnung Basis des Körpers. 

Aus einer Basis v^, i^ ^^^ Ideals kann man auf unendlich viele 
Weisen eine andere Basis t^*, ij*: 

^ j* =« &! t| + 6j tj 

mit den ganzzahligen Eoeffizjpnten a^, a^y &j, h^ ableiten, indem 
diese letzteren als ganze rationale Zahlen so gewählt werden, daß 
a^b^ — a^b^ == ±2 l ist. Nachdem schon bei der Untersuchung der 
Eörperbasis gezeigt wurde, daß dies auf unendlich viele Weisen ge- 
schehen kann, wobei man jedesmal wieder eine andere Basis erhält, 
ist der Satz in allen Teilen bewiesen. 

Für zwei verschiedene Paare von Basiszahlen eines Ideals gilt 
derselbe Satz (S. 25), wie für Basiszahlen des Körpers. 

Beispiele. Wir nehmen zur Erläuterung der eingeführten Be- 
griffe wieder einige Beispiele durch. 

1. Beispiel: k ()/— 5). 
In diesem schon behandelten Zahlkörper ergab sich u. a.: 

21 = 3 . 7 - (4 + V=^ 5)(4 -]/=^ == (1 + 2l/=^)(l - 2]/=^); 
bilden wir nach Analogie des Zahlenbeispiels S. 36 jetzt die Ideale: 

(3, 4+l/=:5), (3, 4-l/=:5); 

(3, l + 2y=b), (3, l_2>^ö)., 

(7, 4 + >/:^, (7,4-1/=^); 

(7, 1 + 2)/:^), (7, 1-2/- 5); 

(4 +V-6, 1 + 2 y^, (4 +V-6, 1 - 2 l/=~5)5 

(4 _]/- 5, 1 + 2 V~5), (4 -y^^, 1 - 2 Y^, 

80 haben wir hier Ideale, durch welche nun die Zerlegung von 21 
eindeutig gemacht werden kann. 

Die angeschriebenen Ideale sind nicht alle verschieden von- 
einander. So überzeugt man sich, daß 

(3, 4 + /-'5) = (3, 1 - 2 l/:r5) 
ist, denn es ist: 

3 • 3 - 2(4 + 1/^) = 1 - 2)/=^, 

also: (3, 4+)/=^ = (3, 4+-/^5, l-2y^). 
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Ebenso ist: 

(3, 4 -1/:^ = (3, i + 2Y'-b) = (4 -i^-^ö, 1 + 2 y:^) 

(7, 4: + V=^ = (7, 1 +2y:^) = (4 +/-^5, 1 + 2 j/^^) 
(7, 4 - ■)/- 5) = (7, l_2/-5) = (4-y-5, l-2>^5). 

Lassen wir uds durch die Analogie mit dem Beispiel des speziellen 
Zahlensystems leiten, so werden wir nun setzen: 

(21) ='»(3, 4 + y- 5) (3, 4 - V-5) (7, 4 + V-~6) (7, 4 - ^=1^) ; 

und dieser Ansatz ist richtig, wie man leicht durch Multiplikation 
bestätigt. Es ist: 

(3) = (3, 4 + y^6) (3, 4 - y-~6) 

= (9, 12 + 31/^5, 12-3y-5, 21, 3), 

weil nämlich die Kombination aus 21 und 9: 

21 - 2 • 9 = 3 

dem Idealprodukt auch angehört und somit alle Zahlen desselben 
Vielfache Ton 3 sind. Geradeso findet sich: 

(7, 4+l/-5)(7, 4~/-5) 

= (49, 28 + 71/^5, 28 -7/- 5, 21) = (7). 

Die Ideale (3, 4+}/- 5), (3, 4->/=5) bieten sich in der 
kanonischen Darstellung dar, wie man leicht sieht. Das Ideal: 

(4 + Y— 5 , 1 — 2 y— 5) ist dagegen nicht in der kanonischen Dar- 
stellung geschrieben; wir wollen dieselbe (die allerdings schon bekannt 
ist) aufsuchen. 
Es ist: 

(4+y_5, l-2|/-5) = (4+l/-5, 1-21/- 5, 21, 7 . . .). 

Der größte gemeinschaftliche Faktor aller Koeffizienten von )/ — 5 
ist offenbar 1, wir können also setzen: 

t, = 4+l/-5, 
der größte gemeinsame Faktor aller rationalen Zahlen ist 

ti = 7, 
womit die kanonische Darstellung gewonnen ist: 

(4 +y- 5, 1 - 2y- 5) = (7, 4 + \r-s). 

Durch Ausmultiplizieren von 

(3, 4 + y^5) (7, 4 - y="5) und 
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(3, 4 - y^o) (7, 4 + y- 5) 
erhält man zwei Ideale: 

(21, 28 + 7 >/- 5, 12-3 /^ 

(21, 28 - 7 y^ 5, 12 + 3 /-'ö), 

und man erkennt leicht, daß die kanonischen Darstellungen derselben 
sind: 

(21, 10 +Y^, resp. (21, lO-V^ö). 

Diese Ideale sind Hauptideale, wie man leicht beweist gleich 

(1 - 2)/=^) resp. (l + 2]/'-^) . 

Das Ideal (2) zerfällt in Ä; ("/— ö) in das Produkt zweier Nicht- 
hauptideale, es ist: 

(2) = (2, l+y'35)(2, l-y^Tö) 

= (4, 2 + 2y-6, 2 -2Y^b, 6, 2 . . .); 
da aber 

(2, 1 +>/^) = (2, 1 +y=r5, 2 - 1 -V- 5) 
ist, so kann man auch schreiben: 

(2) = (2, 1+V^5)'. 

2. Beispiel: ä()/IÖ). 
FrQher hat sich in diesem Körper ergeben: 

6 = 2-3 = (4 + >/lÖ) (4 -YiÖ) . 
Hieraus leitet man die Ideale ab: 

(2, 4 + yiö) = (2, yiö) = (2, 4 - yiö) 

(3, 4 +1/10) = (3, i+yw) 

(3, 4 - I/IÖ) = (3, 1-VlO), 

wo jetzt alle diese Ideale schon in kanonischer Darstellung geschrieben 
sind, und die zwei verschiedenen Zerlegungen werden nun zu einer 
einzigen eindeutigen Zerlegung: 

(6) = (2, yi6)\3, 1 +i/rö)(3, 1 -yw). 

Durch direkte Ausrechnung zeigt sich auch: 

(2, T/lÖ)*=(4,2l/iÖ, 10) = (2) 

(3, 1 +VlO)(3. 1 -l/iÖ) - (9, 3 + 3VlÖ, 3 - 3l/lÖ, 6) = (3). 
Aof ähnliche Weise findet man: 
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(5) = (5, >^Ö)(5, i/lÖ) 
(13) - (13, 6 + yiÖ) (13, 6 - l/lO) , 

3. Beispiel: k(y^^lb). 

Fftr diesen Körper ist: 

m = - 15 ^ 1, (4), 

also sind die ganzen Zahlen: 

i + y— 15 , , 

a + — —^ = a + 0©. 

Man yerifiziert leicht die folgenden Zerlegungen: 

(2) = (2, 0,) (2, (oO 

(3) = (3, y:^5/ = (3, -1 + 2CD)« 

(5) = (5, y=T5/ = (5, - 1 + 2(d)* 
(17)==(17, 5 + cd)(17, 5 + ai') 

n. a. Unter diesen sind (S, }/— 15) nnd (5, l/— 15) offenbar noch 
nicht in der kanonischen Form. Um diese aufzustellen, hat man 

y— 15 durch die Basis auszudrücken und erhält dann leicht: 
(3, 1/=T5) = (3, - 1 + 2cö, 3(D - (- 1 + 2cö)) = (3, 1 + (o), 
(5, y- 1'5) = (5, - 1 + 2«, öo - 2 (- 1 + 2©)) - (5, 2 + oj). 



10. Körper mit lauter Hauptidealen. 

Für diejenigen Körper, für welche das Euklidische Teilerverfahren 
gilt, kann man folgenden Satz aussprechen: 

Satz. Gilt für einen quadratischen Körper unbeschränkt das 
Euklidische Teilerverfahren, so gilt auch zugleich der Saite von der ein- 
deutigen Zerlegbarkeit aller Zahlen, und es sind alle Ideale des Körpers 
Hauptideale. 

Beweis. Der Körper Ä;(]/m) erfülle die im Satz gestellte Be- 
dingung, und es sei 

Ö = («; ßj Yy " 

irgend ein Ideal dieses Körpers. Dann ist die Behauptung des Satzes, 
daß das Ideal a auch den größten gemeinsamen Teiler aller Zahlen 
a, /J, y . . . enthält, welcher durch wiederholte Anwendung des Eukli- 
dischen Teileryerfahrens sich ergibt. Wir beweisen zunächst, daß^ 
wenn a durch ß nicht teilbar ist, aber (>„ den größten gemeinsamen 
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Teiler von a und ß bedeutet, auch q^ dem Ideal angehört. Dazu setzen 
wir das Teilerverfahren in der Form an: 






= 
= 
«0 



— P, 



+ Pn-«-«,9n-l = 0- 



Diese n -f 1 Gleichungen kann man auffassen als ein simultanes 
System för die n Unbekannten Qo) 9if - - - Qn-u woraus als Elimina- 
tionsgleichung sofort folgt: 

a — xß —10 . 

ß —x^ —1 ^. 

1 _x, -1 . 



= 





9n 







1 -X 



«-1 



-1 



— X. 



Die X sind sämtlich ganze Zahlen des Körpers, also folgt durch Aus- 
rechnung der Determinante: 

Weil hierin k^, A, wieder ganze Zahlen des Körpers sind, so gehört 
Q^ dem Ideal an. Durch Wiederholung dieses Schlußverfahrens folgt 
somit, daß auch A, der größte gemeinsame Teiler aller Zahlen a, ß, 
y, . . ., dem Ideal angehört, also ist 

= (A). 

Man kann den angeführten Satz auch umkehren und sagen, 
wenn in einem Körper alle Ideale Hauptideale sind, so gilt in diesem 
Körper fär alle Zahlen der Satz von der eindeutigen Zerlegbarkeit. 



U. Kongruenzen nach Idealen. 

Wir schreiben: 

« = 0, (a), 

(gesprochen a kongruent Null Module a), wenn a und a demselben 
Zahlkörper angehören und a in dem Ideal a vorkommt, femer sei 
fQr zwei ganze Zahlen des Körpers: 

^ ß, («) 



a 



I 
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(gesprochen a kongruent ß modulo a)j wenn die Differenz a — ß im 

Ideal a vorkommt. Gehört aber a, resp. a — ß dem Ideal a nicht an, 

so schreiben wir: 

a ^ 0, (a), resp. a ^ ß, (ö), 

(gespr. a inkongruent 0, resp. ß modulo a). 

Anmerkung. Diese Definition der Kongruenz ist zunächst rein 
formal eingeführt. Man sieht aber sofort, daß die Definition mit der- 
jenigen für Kongruenzen nach Zahlen übereinstimmt, wenn a ein Haupt- 
ideal, also a = (ä) ist. Später kann noch bewiesen werden, daß auch 
für den Fall, wo a ein beliebiges Ideal ist, die Definition im wesent- 
lichen identisch ist mit der früher gegebenen Definition der Kon- 
gruenz: Die Kongruenz a = 0, (a) sagt eben aus, daß das Ideal (a) 
durch a teilbar ist. 

Erinnern wir uns 3er Definition der Ideale und des Produkts a 
zweier Ideale b und c, so kann man offenbar folgende Ausdrucks- 
weise gebrauchen: 

Ist ein Ideal a teilbar durch ein Ideal b, so gelten für die sämt- 
lichen Zahlen a, /3, y . . . aus a die Kongi-uenzen: 

a = 0, (b), ß = 0, (b), y = 0, (b) usw. 

Auch die Umkehrung dieses Satzes wird später bewiesen. 

Man kann nun, falls irgend ein Ideal a gegeben ist, die sämt- 
lichen ganzen Zahlen des Körpers in Klassen einteilen, indem man alle 
Zahlen, welche einer bestimmten Zahl mod. a kongruent sind, einer 
Klasse zurechnet. Es sind dann irgend zwei Zahlen einer Klasse nach 
dem Modul a kongruent, und daraus folgt, daß eine beliebige Zahl 
einer Klasse immer nur wieder dieselbe Klasse bestimmt, oder jede 
ganze Zahl gehört nur einer einzigen Klasse an. 

Die Anzahl dieser Zahlklassen ist offenbar so zu berechnen, 
daß man nach dem vollen System von Zahlen fragt, von welchen nie 
zwei einander nach dem Modul a kongruent sind, oder welche, anders 
ausgedrückt, ein vollständiges Restsystem nach dem Ideal Q bilden. 

Satz. Die Anisdhl aller na^ch einem Ideal 

ö = (h h + h ^) 
inkongruenten ganzen Zahlen ist: 

n(a) = 1^2 1 . 

Beweis. Die Inkongruenz: 

a + 6(D ^ 0, (i, i'i H- fgßj) 
besteht offenbar für alle Kombinationen der Zahlen 



11. Eongnienzen nach Idealen. 47 



(C) 



a «= 0, 1, 2, . . . f — 1 
6 = 0, 1, 2, ... ig — 1, , 

(wo wir i und i^ positiv voraussetzen, was immer allgemein ge- 
schehen kann), weil jede Zahl des Ideals von der Form 

mit den ganzzahligen rationalen Koeffizienten l^ und l^ sein muß. 
Die Kombinationen (C) bilden ein System von ii^ Zahlen, von denen 
1.) keine zwei einander kongruent sein können nach dem Modul a. 
Die Differenz irgend zweier Zahlen des Systems 

<^k + h^ - K + h^) 
ist nicht im Ideal enthalten. Dagegen ist 2.) irgend eine Zahl des 
Körpers einer und nur einer Zahl dieses Systems kongruent. In der 
Tat, da die a = 0, . . . i — 1 und 6 = 0, ... i^ — 1 je ein vollständiges 
Restsystem nach i, bezw. i^ bilden, so kann man für eine gegebene 
ganze Zahl des Körpers Ä + Bcy die Zahl a -\-b(o aus dem System 
so auswählen, daß die Gleichung: 

Ä + B<D — (a + bco) = ?i 2 + Zj5(?'i + i^o) 

durch zwei ganze rationale Zahlen l^ und ?i befriedigt wird, für je 
ein bestimmtes a und b. Denn es sind nun a, b z. B. so zu wählen, 
daß nach einander die Kongruenzen gelten: 

b^B,-{i^] B—b = I^i^ 

a^ Ä — l^i^j (i). 

Die Zahl w(a) hat also nach dem eben bewiesenen Satz eine be- 
sondere Bedeutung. Man nennt sie die Norm des Ideals a. Es ist 
wichtig für die Definition der Norm, daß dieselbe von der speziellen 
Wahl der Basis unabhängig ist. Sei nämlich t^*, tg* eine beliebige 
Basis des Ideals a, und sei etwa 6^* = a^ -f- 6^ gj und ^3*= a^ -|- ftjco, 
dann gibt es vier ganze rationale Zahlen r, s, t, u mit der Bedingung 

ru — ts = ±1, so daß t^* = ri -f- s(i^ + 4®); '2* == ^* + ^*(^i + *i^) ist, 
und es folgt aus dem Multiplikationssatz für Determinanten: 

^W ^ I (Pi^i "~ ^^i) I == ^h- 
Für das Produkt zweier Ideale besteht der Satz: 
Die Norm des Produkts zweier Ideale ist gleich dem Produkt 

der Normen derselben. 

Der Beweis dieser Behauptung auf Grund der bisherigen Definition 

wird später bei den Idealen eines kubischen Körpers auszuführen sein. 

Umsomehr kann daher an dieser Stelle der Satz als Folge einer 

andern Definition der Norm abgeleitet werden. 
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12. Die Norm eines Ideals als Idealprodukt. 

Ersetzt man in einem Ideal a alle Zahlen durch ihre Konjugierten, 
also a, ßy y, . , , durch a, ß\ /^ . • . oder ersetzt man in allen Zahlen 
o) durch G)\ so erhält man wieder ein Ideal a', und a' heißt das zu a 
konjtigierte Ideal. 

Ein Ideal und sein konjugiertes Ideal mögen Yon nun ah mit dem 
gleichen Buchstaben geschrieben und durch den Akzent unterschieden 
werden^ indem man dieselben mit a resp. a' bezeichnet. Will mau 
andeuten, daß a' aus a dadurch entstanden ist, daß in jeder ganzen 

Zahl von a die Substitution s {Ym : — Ym) vorgenommen ist, so 
schreibt man wohl auch s(a) statt a'. 

Ein Ideal a heißt ein amhiges Ideal^ wenn dasselbe mit seinem 
konjugierten Ideal übereinstimmt, wenn also a = a' ist, und wenn 
dasselbe durch keine ganze rationale Zahl (kein rationales Haupt- 
ideal) außer ± 1 teilbar ist. 

Satz. Das Produkt aus einem Ideal mid seinem konjugierten Ideal 
ist ein rationales Hauptideal, und zwa/r ist: 

a • a'=- (w(a)). 
Beweis.^) Es sei: 

^ = ih h + h ^)y tt' = (i, ii + i>')^ 

dann ist bewiesen worden, daß i und i^ Vielfache von i^ sind, man 

kann also setzen: 

i^ai^, ii^a^i^, 
und danach ist: 

a = (aijj; fli ii + ijö) = (ig) (a, »i + ©), 
und analog: 

a'=(s)(a,a^+(oy, 

femer gilt für a und a^ die Relation: 

(a^ + (o) (a^ + cd') = 0, (a), 

weil a der größte gemeinsame Faktor aller reellen Zahlen in den 
Idealen (a, a^ + o) und (a, a^ + co') ist. Nun ergibt die Multiplikation 
der beiden Ideale: 

Ä • ci' == (^) (a, «1 + o) • (ij) (a, a^ + cd') 

= (i/) (a*, aa^ + atOy aa^ + aa), {a^ + co) (a^ + m)) 

und es bleibt nur noch nachzuweisen, daß der zweite Faktor dieses 



1) Dieser Beweis ist von Herrn Hubert in seinen Vorlesungen 1897/98 
entwickelt worden. 



12. Die Norm eines Ideals als Idealprodukt. 49 

Produkts ein rationales Hauptideal gleich (a) ist. Wir unterscheiden 

dazu drei Fälle der Körper Ä;()/m). 

1. Fall, m = 3, (4), © «Vm, ©' « —Ym. 
Alsdann gelten die Gleichungen: 

(a^, aa^ + acj, aa^ + ac^, (a^ + o) (a^ + o)')) 
= (a*, aa^ + « l/w, aa^^ — a Yntj a^ — m) 
-= (a*, 2aai, 2aYm, 2am, a^ — m) 

=.(a)(a,2m,?i^-^,2«»,2)/^). 

Nun können die Zahlen a, 2w und Tceinen gemeinsamen 

Faktor mehr besitzen. Angenommen zunächst, g > 2 sei in a und m 

enthalten, dann ist 

a^—m^ 0, (g) (denn a^— m=i 0, (a)) 
und da 

m = 0, (q\ 
so folgt 

«1 = 0, (q). 

Weil nun aber m keine quadratischen Faktoren enthält, a^* aber 
durch $' teilbar ist, so ersieht man aus der Umformung 

daß a^^ — m durch keine höhere Potenz von g als ^^ teilbar sein 
kann, also ist: 

^- f - * 0, (q). 

Geht femer q^2 in a auf, so ist 2 Faktor Yon a und 2m; 
wegen aj*— w = 0, (a) muß dann a^ ungerade sein, also wird 

«1* - »» = - 2, (4), 



somit ist 



a 



ungerade und prim zu 2. 

Folglich haben in diesem ersten Fall die drei Zahlen a, 2 m, -- 



« — w 



keinen gemeinsamen Teiler und man kann daher drei andere ganze 

rationale Zahlen Z^, ?,, l^ angeben, derart, daß l^a + l^^m + l^ — =• 1 

wird. Es ergibt sich also: 

(a, Ol + ©) (a, a^ + ©') « (a), 
und schließlich 

Sommer, Zahlentheorie. 4 
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a.o'-(H»)(a)-(aV) = («,), 
oder wie die Behanptuog yerlangt: 

aa' -^ (w(a)). 

2. Fall, w = 2, (4), cd = Vm, ©'« -Yin. 
Dann ist ähnlich wie im ersten Fall: 

(a, ai + o) (a, a^ + oj') = (a) (a, 2m, ''^-^'-, 2ai, 2 y^), 



a, • — m 



nnd es enthalten die drei Zahlen a, 2 m nnd * jedenfalls wieder 

keinen gemeinsamen Faktor g > 2. Sie können aber anch nicht den 
Faktor q^2 gleichzeitig enthalten. In der Tat, wegen 

aj*— w = 0, (a) 

mnß nämlich alsdann a^ gerade sein, und es wird 

V-^ = -2, (4), 

d. h. a^^—m ist nnr dnrch 2 teilbar, oder es ist 

« * 0, (2). 

Aus den drei Zahlen a, 2 m, kann man folglich wiederum: 

die 1 zusammensetzen, d. h. es ist wieder, wie im ersten Fall: 

(a, ai + Gj) (a, a^ + «') = («) 
und 

aa ^ {ai^) »= (w(a)). 

3. Fall w = 1, (4), ö = - -g'^ , cj « — 2^' 



a, • — *» 



Dann ist: 

1\« in> 






(a, ai + (o) (a, aj + cd') = (a*, 2aai + a, a)/m, (a^ + 1) — ^^ 



= (a) \ a, m, > ^— \ 2a^ + 1, l/mj. 



a 

IN* m 
1 



und es enthalten die vier Zahlen a, m, , 2ai + 1 jedenfalls 

nicht den Faktor 2, weil die letzte sicher ungerade ist. Enthalten a 

r^+2) ""I 
und m einen Faktor g' > 2, so ist doch sicher prim 

«1 + --] diesen Faktor quadratisch, - ihn aber nur ein- 
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fach enthält. Man kann folglich aus den vier Zahlen wieder die 1 
znsammensetzen und hat: 

(a, «1 + ©) (a, ai + oj') = (a), 
also 

'a . a' - {{/) (a) ^ (ai^^ « (ii^), 

oder wieder wie in den beiden ersten Fällen: 

a • a' =» (w(a)). 

Die Zahl n(a) ^ ii^ gehört selbst auch unter die Zahlen von Oj 
wie auch yon a'. Wenn das Ideal a nicht in der kanonischen Dar- 
stellung^ sondern durch die Basis i^ = a^ + &iO, tj* = a^ + 6^© ge- 
geben ist^ so ist ebenfalls^ wie in der vorhergehenden Nummer ge- 
zeigt wurde: aa'= (w(a)) = (a^fe, — «2^1)- 

Hat man jetzt ein Produkt aus lauter Idealen: 

a b c . . . {^ 

so folgt aus dem eben ausgeführten Satz für die Norm dieses Pro- 
duktes: 

w(a • b • c . . . !) = w(a) • w(b) • w(c) . . . n(f), 

denn es gelten die Idealgleichungen: 

(n{(x • b • c . . . D) =- a • b • c . . . ! • a' • b' • c' . . . f — (n(a)) {n(ii)) (n(c)) . . . (n(f)). 

Eine wichtige Folgerung, welche aus dem allgemeinen Satz über 
die Norm eines beliebigen Ideals zu ziehen ist, bezieht sich auf die 
Anzahl der Zahlen eines vollständigen Restsystems nach einer ganzen 
Zahl des Körpers. 

Satz. Bedeutet a eine beliebige gcmze Zahl des Körpers h(Ym)y 
so enthält das rollst ändige Bestsystem nach dieser Zahl \n(a)\ Zahlen. 

Beweis. Die gesuchte Anzahl ist gerade so groB, wie die An- 
zahl der Zahlen eines toIIs tändigen Restsystems nach dem Haupt- 
ideal (a) » a. Als Basis des Ideals a kann man aber wählen t^ = a 
und t2*= «o. Setzt man « = a -f 60, so hat man 

1. für den Fall m = 1, (4): 

t.*= a 4- b(D 



und daher ist: 



,,*==6^ + (a + 6)cD, 



n{a)^\a^+ab-'^b' =|w(a) 



2. für den FaU m ^ 1, (4): 

i{^= a + b(o 
/2*= bm + öKö, 
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also wieder: 

n{a) = I a* — - b^m \ = | w(«) | . 

Beispiele. I. Es sei a = a; + yY— 1 eine ganze Zahl des 

Körpers ä(]/^1), so ist also n(a)^x^ + y^. Da in diesem Körper 
der Satz yon der eindeutigen Zerlegbarkeit der ganzen Zahlen gilt, 

so sind alle Ideale Hauptideale. Wenn nun x ^ x + y }/— 1 eine 
nicht rationale Primzahl des Körpers ist, so muß n(7r)»^-3c' eine 
rationale Primzahl p sein, was man daraus folgert, daß es eine ratio- 
nale Zahl ist. Das RestsYstem nach einer solchen Primzahl x ent- 
hält daher p Zahlen des Körpers. Ist dagegen eine rationale Primzahl q 

auch im Körper k {]/— l) unzerlegbar, so ist n (g) = g*. Z. B. ist 

5-(2 + j/-i)(2-v=n:), 



und es stellen die fünf Zahlen 0, 1, 2, |/- 1, 1 +]/- 1 ein voll- 
ständiges Restsystem nach a » 2 + )/— 1 dar.^) Jede andere Zahl 
des Körpers ist einer dieser fOnt Zahlen nach a kongruent, z. B.: 

-y=T=2, («), -2^y=n:,(a), -i^i+yiri, («) 

3 ^)/- 1, (a), 4 ^ 1 + )/- 1, («) usw. 

Ebenso stellen die 9 Zahlen 0, V^^l, 2^^!, 1, 1+/-1, 

1 + 2 V^T, 2, 2 + V^^, 2 + 2 y^i ein vollständiges Restsystem«) 

nach 3 dar, weil 3 im Körper k {V— l) nicht zerlegbar ist. 

n. Im Körper k (V^^) ist z. B. (3) = (3, 1 + V^ 5) (3, 1 - Y^ 
und es bilden die drei Zahlen 0, 1, 2 ein vollständiges Restsystem 

nach p =- (3, 1 + /- ö) oder p'« (3, 1 -V^^ö); femer ist p - (11) 
ein Primideal zweiten Grrades des Körpers, und es stellen die 121 Zahlen: 

a + bY— 5 für sämtliche Kombinationen a = 0, 1, ... 10, 6 — 0, 1, 

2, ... 10 ein vollständiges Restsystem nach p = (ll, liy^ö) vor. 

Für spätere Anwendung zum Beweise der eindeutigen Zerleg- 
barkeit der Ideale in Primfaktoren ist folgender Satz sehr wichtig: 

Satz. Ein IdecU ist nur durch eine endliche AnzaM Ideale teilbar. 

Beweis. Es sei 

i == a b c . . ., 



1) Statt dieser Zahlen, deren Aufstellung ohne weiteres klar ist, könnte 
man auch das System der „absolut kleinsten Reste" nehmen (siehe S. 29). In 

dem Beispiele wären dies die Zahlen: 0, ± 1, ±y— 1. 

2) Das System der absolut kleinsten Reste wäre: 0, ^ 1, + T^"~ ^ i 
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so ist: 

(«(j))-(w(a))(n(b))(n(c)).... 

Nau ist aber n(j) eine ganze rationale Zahl und kann nur durch eine 
endliehe Anzahl von rationalen ganzen Zahlen > 1 teilbar sein, also 
kann die Zahl der Ideale a, b, c . . . nur endlich sein^ vorausgesetzt 
natürlich, daß von Einheitsidealen abgesehen wird. 

Durch Kombination der drei yorhergehenden Sätze erhält man 
schließlich das folgende Resultat: 

Satz. Es gibt nur eitie endliche Anzahl Ideale^ deren Norm kleiner 
i^-t als eine endliche rationale Zahl. 

Diesen letzten Satz kann man in etwas anderer Form auch so 
aussprechen: 

Es gibt nur eine endliche Anzahl verschiedener Ideale, welche 
eine gegebene endliche Zahl a gleichzeitig enthalten. 

Geht ein Ideal in einer rationalen Primzahl p auf, so ist jeden- 
falls p eine Zahl des Ideals, und es muß in der kanonischen Dar- 
stellung 

i direkt gleich p sein, da man ja aus zwei Zahlen p und i < p, weil 
sie zueinander prim sind, die 1 zusammensetzen könnte, und anderer- 
seits i =» 1 einem Einheitsideal entspräche. Für die Zahl i^, die ein 
Teiler von i =jp sein muß, bleiben noch zwei Möglichkeiten: entweder 
es ist ij=»l und ii<ip sonst noch unbekannt, oder es ist i^^p, 
und ij, welches dann auch ein Vielfaches von p ist, kann gesetzt 
werden. Den beiden Möglichkeiten 

{py i^+ (o) und (i>, po) 

entsprechen die Normen p resp. p^. 

Satz. Die Norm eines Ideals, das in einer rationalen Primzahl p 
aufgeht, ist entweder p oder p^. 

Im ersten Fall soll das Ideal ein Ideal ersten Grades, im zweiten 
Fall ein Ideal zweiten Grades genannt werden. 

Beispiele. Wir nehmen zuerst die schon behandelten Körper 
wieder vor und berechnen die Normen der Ideale entsprechend den 
beiden Definitionen. 

1. Beispiel: jfe()/— 5). 

1. j=(2, 1 +y=^), r= (2, 1 -y=^), 

dann ist nach dem allgemeinen Satz w(i) =• 2 und: 
jf-(4, 2 + 21/115, 2 - 2/- 5, 6, 2) = (2). 
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2. j = (3, 1 +V^, r= (3, 1 -/- 5), 
dann ist: 

n(j) =»3, und j f = (9, 3 + 3 V^5, 3 - 3 /- 5, 6, 3) = (3). 

3. j =(4 + V- 5, 1 + 2Y-b), r = (4 -V-b, l-2y^bl 
n(i) - 7, und i j' = (21, 14 + 7 Y-'ö, 14 - 7 Y-^, 28, 7) = (7). 

4. j=. (4 -l/- 5, 1 + 2V^5), r = (4 +y- 5, 1 - 21/^^5), 

es ist 

ij' = (21, - 6 + 9 >/=-"5, - 6 - 9 >/- 5, - 12, 3) = (3), 

also n(j) » 3, und in der Tat sieht man leicht, daß das vorliegende 
Beispiel mit demjenigen von 2.) identisch ist. 

5. j = (21, 10 + Y^^l i = (21, 10 - 1/-"5), 

n(j) - 21 und j f = (441, 210 + 21 /-"5, 210 - 21 Y^, lOö) = (21). 

2. Beispiel: *(■)/- 15). 

1. i = (2, 0,) = (2, L+ 1/^), r = (2, i^v--^:--), 

« (j) = 2, und i j' - (4, 1 +Y^Tb, 1 -1/~15, 2) = (4, 2 <d, 2 a,', 2) = (2). 

2. j = (3, Y- 15), i' = (3, -Y^ 15) = (3, 1 + cd), 
n(i) = 3, und ir = (9, 3 Y^^, 15, 3) = (3). 

3. i = (17, 5 + 0)), i'=(17, 5 + <d'), 

n(j) = 17. und ii'= (289, 85 + 17 co, 85 + 17 o', 34) = (17). 

4. j = (93, 13 + (d), nO) = 93, 
denn es ist 

ij' = (93», 13 • 93 + 93 CD, 13 • 93 + 93«, 186, 93) = (93). 

Ich überlasse es dem Leser, zur Übung noch die vollständigen 
Restsysteme für die vorstehenden Ideale aufzustellen. 

13. Eindeutige Zerlegbarkeit der Ideale. 

Definiert man Frimideäle als solche Ideale, welche verschieden 
sind von Einheitsidealen und welche nur durch sich selbst und durch 
Einheitsideale geteilt werden könneu, so ist man jetzt imstande, den 
Fundamentalsatz der Idealtheorie zu beweisen, d. h. den Satz, daß 
jedes Ideal auf eine und nur eine Weise in Primideale zerlegbar ist. 

Zum Beweise des Fundamentalsatzes müssen noch eine Reihe 
von Hilfssätzen vorausgeschickt werden: 
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Satz. Sind a, b, c irgend drei von NuU verschiedene Ideale, und gilt: 

ab = ac, 
so ist b = c. 

Beweis. Man multipliziere die Idealgleichung mit a', dann ist: 

a'ab = a'ac, 
(w(a))b = (M(a))c, 
und da man den Zahlen Faktor n(a) heben kann, so folgt: 

b = c. 

Satz. Sind alle Zahlen eines Ideals a kongruent Null nach einem 
andern Ideal b, so ist a teilbar durch b. 

Beweis. Die Ideale seien a.= («i, Oj, . . .) und b =« (ß^, /Jj, . . .), 
dann ist also die Voraussetzung: 

«1 = 0, (b) 
«, s 0, (6) 



Zum Beweise des Satzes multipliziert man a sowohl als b mit b\ 

alsdann ist: 

bV = (n(b)), 

und nun läßt sich zunächst zeigen, daß ab' durch bb' teilbar ist. 
Wirklich gilt für alle Zahlen aus ab' die Kongruenz: 

«,^/^0, «ift'^O, ... (bV) 
^ßi=^} «2/3/ = 0, . . . (bV), usw.; 

weil aber bV =' (n{b)) ein rationales Hauptideal darstellt, so kann 
man setzen: 

«i/S/ = w(b) • 7^11, «i/Jg' = w(b) ^12 • • • 

<hßi == ^(f>) • y%u «2 A' = n(b) ^22 . . . , usw., 

wo jetzt y^i, ^12 • • • ganze Zahlen des Körpers sind, und man sieht 
unmittelbar, daß die Gleichung besteht: 

a.b'-(n(b))(y,i, ^12, •••)• 

Hier muß (y^j, y^j? - - -) = ^ wieder ein Ideal sein, da es ja aus dem 
Ideal ab' durch Abscheidung des gemeinsamen Faktors n(b) aller 
Zahlen des Ideals hervorging. Es ist somit: 

ab' = bb'c, 

und mit Berücksichtigung des ersten Hilfssatzes: 

a = bc, 
wie es der Satz verlangt. 
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Folgerung. Der größte gemeinsame Teiler t eweier Ideale a und 
b ist ein Ideal, welches alle Zahlen aus a und b gugleieh entkälL 
Ist 

so ist 

t = r«,, a,, ... ft , /?j, . . .). 

In der Tat mnß ja ein Ideal^ das in a und b aufgeht, alle Zahlen 
Ton a resp. von b enthalten. Weil aber ein Ideal, das alle diese 
Zahlen und außerdem andere ganze Zahlen des Körpers enthält^ die 
nicht durch lineare Kombination der a und ß entstehen, seinerseits 
in t aufgeht, so kann t der größte gemeinsame Teiler von a und b 
heißen. 

Satz. Wenn ein Produkt aus ewei Idealen a und b teilbar ist 
durch ein Primideal p und wenn dabei b nicht teilbar ist durch p, so 
muß a teilbar sein durch p. Oder: wenn das Produkt ab durch ein 
Primideal p teilbar ist, so muß mindestens einer der Faktoren a, b 
durch p teilbar sein. 

Beweis. Wir setzen a, b an wie oben, femer sei: 

p = (sTj , n^ . . .). 

Da nach Voraussetzung b durch p nicht teilbar ist, so gibt es 

außer den Einheitsidealen keine, welche in b und p zugleich aufgehen. 

Es ist also 

t »= (Pi, Pj, . . . , jr^, »2? • • •) 

ein Einheitsideal, und es läßt sich eine Zahl ß aus b und eine 
Zahl n aus p so finden, daß /S + « = 1 ist. Weil aber ab teilbar 
sein soll durch p, so gelten die Kongruenzen: 

«iA=0, «2^=0, ... (p) 
«ift = 0, ag/3j = 0, ... (p) 



«1/3 = 0, a,/3 = 0, ... (p), 

und weil für die oben gewählte Zahl %: jt = 0, (p) ist, so ist offen- 

bar auch . 

a,{ß + n)^0, «,(/?+ 5r) = 0, ... (p), 

oder, weil /3 + ä — 1 ist: 

«1^0, oj = 0, «3 - 0, . . . (p), 

folglich ist a durch p teilbar. 

Auf Orund der bisherigen Hilfssätze ist nun der Fundamentalsatz 
leicht zu beweisen. 
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Fnndamentalsatz. Jedes Ideal läßt sich auf eine und nur auf eine 
einzige Weise in ein Produkt von Primidealen zerlegen. 

Beweis. Ist j das gegebeue Ideal^ so suche man alle die Prim- 
ideale^ die in j aufgehen: 

i = Pi • Pa • • • Pn- 
Angenommen nnn, es gäbe eine zweite Zerlegung: 

i « Qi ■ Qj ... q„, 
80 wäre also 

<1l- ^2 • • • ^m^Vl'Vi • • • P«- 

Betrachten wir q^, so muß dies in dem Produkt rechts aufgehen: 
es ist entweder ein Teiler von p^^ also dann gleich p^, oder es ist 
prim zu p^ und muß somit in dem Produkt P2 • • • Pm aufgehen. Im 
letzteren Fall muß q^ gleich Pg ^^^^j ^^^^ ^^ ^^^ Produkt Ps • • • P„ 
aufgehen und alsdann würde man durch hinreichend oft wiederholte 
Anwendung desselben Schlusses folgern, daß q^ mindestens einem der 
folgenden p gleich ist. Man kann darum annehmen, daß 

Pi == fli 
ist, und schließt ebenso 

P2 = a2 

• « • • 

Pn = Qm; 

womit der Fundamentalsatz bewiesen ist. 

Eine genaue Betrachtung des Beweises für den Fnndamentalsatz 
zeigt, daß derselbe hauptsächlich auf der Tatsache beruht, daß (n(a))»aa'^ 
ist, anders gefaßt, auf der Behauptung, daß zu einem gegebenen Ideal 
a stets ein anderes a' existiert, so daß aa' ein rationales Haupt- 
ideal ist. Dieser Satz läßt sich durch den allgemeineren ersetzen: 
Zu jedem Ideal a kann stets ein zweites Ideal a^ so gefunden werden,, 
daß das Produkt Q • a^ ein Hauptideal wird. Diese Form des Satze» 
wird beim Beweise benützt, wenn ein allgemeiner algebraischer Zahl- 
körper zugrunde liegt. Die älteren Beweise von Dedekind (Suppl. XI) 
und Kronecker für den Fundamentalsatz der allgemeinen Idealtheorie 
waren sehr viel umständlicher, bis es auf Grund eines Satzes von 
Kronecker^) über die Teiler eines Systems ganzer Zahlen Herrn 



1) Der Vollständigkeit wegen möge dieser Satz in seiner einfachsten For- 
mulierung hier angeführt werden, indem der Inhalt desselben dem Leser nach 
dem Stadium des 4. Abschnittes wohl verständlich sein wird: 

Satz. Wenn die Koeffizienten otq, «^ . . ., /J^,, /?j ... der Funktionen 
einer Veränderlichen x: 
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Hurwitz ^) zuerst gelang, die Theorie sehr zu vereinfachen. Unser 
Beweis soll einen Begriff der Entwicklangen dieses Mathematikers 
geben. Auf einen zweiten Beweis von Hurwitz wird sich an einer 
anderen Stelle eingehen lassen. 

Einen einfachen Beweis ohne Benützung des Eroneckerschen 
Satzes, auf Grund des Begriffs des Galois'schen Körpers hat Herr 
Hilbert*) gegeben. 

Zur praktischen Verwendung des Fundamentalsatzes fehlt noch 
eine Methode zur bequemen Entscheidung darüber, wann ein gegebenes 
Ideal Primi(Jeal ist, und wie die Faktoren eines Ideals, welches kein 
Primideal ist, gefunden werden können. 

Die Lösung dieser Aufgaben liefert im wesentlichen schon die 
Tatsache, welche der folgende Satz ausspricht: 

Satz. Jedes Primideal p des Körpers Z:(]/w) ist stets Faktor 
einer rationalen Primzahl p, oder genauer gesagt eines Hauptideals (p). 

Bedeutet p ein Primideal, so ist (n(p)) = p • p' ein rationales 
Hauptideal. Zerlegt man die Zahl w(p) in ihre Primfaktoren 
n(p) =p • g . . . r, so muß ja, da pp' in (w(p)) aufgeht, auch p in n(p) 
und entweder in {p) oder in (q . . ,r) aufgehen. Im ersten Fall ist 
der Satz bewiesen; geht aber p in {q . . . r) auf, so muß es entweder 
in (g) oder in (. . . r) aufgehen usw. usw., d. h. p muß notwendig in 
einer Primzahl, die mit p bezeichnet werden kann, aufgehen. Es kann 
p aber auch nicht gleichzeitig in einer zweiten von p verschiedenen 
rationalen Primzahl q aufgehen, weil es dann ein Einheitsideal wäre. 

ganze algebraische Zahlen sind und wenn die Koeffizienten y«, 7| ... des Pro- 
duktes beider Funktionen: 

sämtlich durch eine ganze algebraische Zahl co teilbar sind, so ist auch jede 
der (r + l)(«+l) Zahlen a.ß^ durch w teilbar. (Hurwitz, Gott. Nachr. 1894, 
S. 291—292.) 

Vergl. L. Kronecker: Zur Theorie der Formen höherer Stufen; Werke 11, 
S. 417. Ein einfacher Beweis des allgemeinen Satzes findet sich in: J. König, 
Einleitung in die allgemeine Theorie der algebraischen Größen. Leipzig 1903. 
§ 6 u. flg. S. 78. 

1) Nachr. der K. Ges. d. Wissensch. zu Göttingen. Math. phys. Klasse. 1894, 
S. 291 ff. 

2) Math. Annalen, Bd. 44, Jahrg. 1894, S. 1 und Jahresb. der Deutsch. 
Math. -Vereinig., 8. Bd., 1893, S. 69. 
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Ebenso wie p in (p) aufgeht, so geht auch p' in (jp) und in keiner 
anderen rationalen Primzahl auf. 

Man beachte übrigens, daß ein solches Primideal p nur rationale 
Zahlen enthalten kann, die Vielfache von p sind, und nui- solche 
Körperzahlen a, deren Norm w(a) durch p teilbar ist. 

Ist nun a ein Ideal, so ist es ein Primideal ersten oder zweiten 
Grades^ je nachdem w(a) entweder gleich einer Primzahl p oder 
gleich p^ ist. 

Die Primfaktoren eines beliebigen Ideals a ergeben sich hiemach, 
indem man zuerst n(a) bildet und dann diese rationale Zahl in ihre 
rationalen Primfaktoren und diese schließlich in Primideale zerlegt. 

Um ein Ideal zu geben, z. B. ein solches, welches in einer Prim- 
zahl p aufgeht, kann man natürlich nicht unendlich viele Zahlen 
bestimmen. Tatsächlich ist ja auch ein Hauptideal schon durch eine 
Zahl gegeben, und ein beliebiges Nichthauptideal kann schon durch 
zwei Zahlen gegeben sein, welche nicht notwendig eine Basis des 
Ideals zu bilden brauchen. 

Mit Rücksicht hierauf führen wir noch folgenden Satz an: 

Satz. Jedes Ideal \ kann dargestellt werden durch (cc, ß) als 
größter gemeinsamer Teiler der ganzen Zahlen et, ß. 

Man wähle aus dem Ideal zwei Zahlen a, ßy oder aus dem Körper 

zwei ganze Zahlen a, /?, die durch j teilbar sind, so aus, daß -J- und -^ 
prim zueinander ausfallen, dann ist j ^ («, ß). 
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Ein Primideal p, das also stets in einer rationalen Primzahl p 
aufgehen muß, kann, wie schon früher gezeigt wurde, nur von 
einer der folgenden Formen sein: 

1.) p = (p, a + o) oder 2.) p = (p, po)). 

Im erstem Fall ist (j)) =« pp' und (p) also zerlegbar in ein 
Produkt ans zwei Primidealen ersten Grades, im letztem Fall ist 
p = (j>), und (jp) ist nicht zerlegbar, sondern stellt selbst ein Prim- 
ideal, zweiten Orades, dar. 

Um bei einer gegebenen Zahl m die Frage zu entscheiden, 

welche rationalen Primzahlen im Körper 7c(]/m) zerlegbar sind, soll 
ein einfaches Kriterium aufgestellt werden, durch welches diese Frage für 
jede gegebene Primzahl p auf eine kurze Rechnung zurückgeführt wird. 
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1. Fall, m = 3, (4), Eörperdiskrimmante d = 4m. 

Es stelle p eine beliebige Primzahl vor, welche nur nicht in der 
Eörperdiskriminante e? « 4m aufgehen soll, also insbesondere sei p 
verschieden von 2. Ist p im Körper k zerlegbar, so ist: 

und es muß a der Kongruenz genügen: 

(a + Ym) (a — )/w) =• a* — m = 0, (j)). 

Umgekehrt, wenn die Kongruenz 

x'-m^O,(p) (C) 

eine ganzzahlige rationale Lösung x = a besitzt, so ist p in zwei 
verschiedene Primideale ersten Grades zerlegbar. 

Denn ist a; == a eine Lösung der Kongruenz (C) (aber nicht eine 

solche der Kongruenz rc* — m = 0, (p^), so sind p = (|>, a+Ym) 

und p' = Q), a — Vm) zwei in (p) aufgehende Ideale. Dieselben sind 
verschieden, da unter Berücksichtigung des ümstandes, daß a prim ist 

zu Py der größte gemeinsame Teiler von p, p', nämlich {p, a+Y^f 
a— "j/m, 2a, 1) ein Einheitsideal ist, und da weder p noch p' für 
sich ein Einheitsideal ist. Schließlich sind p und p' auch von (p) 

verschieden, weil p weder in a + )/m noch in a — ]/m aufgehen 
kann und es besteht die Gleichung (p) ^ pp'. 

Die Tatsache, daß die Kongruenz (C) eine Lösung besitzt, und zwar 
soll als solche stets ein Wert a genommen werden, für welchen zugleich 
a^ — m ^ 0, (p^) ist, bezeichnet man kurz damit, daß das Legendresctie 

Symbol (—j = 1 gesetzt wird. 

Unter der Voraussetzung p > 2 besitzt die Kongruenz x^ — m = 0, (p) 
eine Lösung sicher dann, wenn auch die andere Kongruenz y* — 4m 
= 0, (p) oder y' -— d = 0, (p) eine Lösung besitzt. Denn unter den ev. 
Lösungen dieser letztern befinden sich sicher auch gerade Zahlen y und 
man braucht dann nur x = ^y zu nehmen. 

Statt (—j = 1 kann man daher auch (- j = + 1 schreiben. 

Ist die Kongruenz a;^ — m = 0, (p) oder die ihr gleichwertige 
yi _ ^ff^i = 0, (p) nicht lösbar, so ist p im Körper k (V^m) unzerlegbar, 
ergibt also selbst ein Primideal zweiten Grades. Man drückt dies 
kurz damit aus, daß man setzt: 



© = (^) -(!)=- >■ 
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Nnn bleiben noch diejenigen Primzahlen zur Betrachtung übrige 

welche in der Eörperdiskriminante aufgehen ^ nämlich erstens die 

Primzahl p =» 2 und die ungeraden (einfachen) Primfaktoren von m. 

Die Kongruenz 

a;« - m = 0, (2) 

ist sofort durch a; = + 1 oder a; — — 1 gelöst, zwei Lösungen, die 
aber mod. (2) gleich sind. 

Man hat daher als Primideale, welche in (2) aufgehen: 

p « (2, 1 +l/m) oder p' - (2, 1 - Vw). 

In diesem Fall sind jedoch, anders als im Falle eines beliebigen p, 

die beiden Primideale p und p' nicht verschieden sondern gleich; 

es ist 

(2, 1 +ym) = (2, 1 + V^, l-Ym) ^ (2, 1 -/^), 
oder 

p = p'. 

Da p kein Einheitsideal ist und 2 auch nicht in 1 -|- |/m auf- 
geht, so ist also (2) im Körper jfcd^) das Quadrat eines Primideals, 
gleich p*. 

Schließlich sei p eine ungerade Primzahl, die in m aufgeht 
(und zwar nur zur ersten Potenz nach der Voraussetzung über m). 
Dann besitzt die Kongruenz 

a;* — w = 0, {p) 

die Lösung a? = 0, und es ist p teilbar durch 

p = {p, Ym) und p' = {p, - ym). 

Die Ideale p und p' sind aber offenbar identisch, verschieden von 
(1) und von (p) und: 

p • p' - p^ = (jp^ i? Vw, w, i)) - (i?). 

Es ist sonach jed^e in der Körperdiskriminante d aufgehende 
rationale Primzahl durch das Quadrat eines Primideals teilbar. 

Ist p eine in d aufgehende Primzahl, oder hat die Kongruenz 
y* — rf = 0, (p) nur eine Lösung y = 0, (p), so kann man dies da- 
durch ausdrücken, daß man die bisherige Bedeutung des Legendre- 
schen Symbols erweitert, indem man jetzt i — j = setzt. 

2. Fall, w = 2, (4), Körperdiskriminante d «= 4m. Man findet 
genau wie im 1. Fall, daß eine Primzahl, welche nicht in der Körper- 
diskriminante aufgeht, zerlegbar ist oder nicht, je nachdem: 
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Ferner ergibt sich für j? = 2 die Zerlegung: 

(2) = (2, y^y = p*, 
und für eine ungerade Primzahl, welche in d resp. m aufgeht: 

In diesen beiden FäUen besitzt die Kongruenz a;* — rf = 0, (p\ 
die doppelt zu zählende Lösung a; = 0, und man setzt wieder (— ] = 0. 

3. Fall, m = 1, (4), Körperdiskriminante d = m. Es sei zuerst 
wieder p eine ungerade Primzahl, welche nicht in der Körper- 
diskriminante aufgeht. 

Falls p zerfallt, so ist ein Primfaktor desselben 

a + — j — - teilbar durch p, 

Ist aber (« + o) — / durch p teilbar, so ist es auch 4 (a+— j — j | 

und umgekehrt. Es ist folglich eine notwendige Bedingung für die 
Zerlegbarkeit von Pj daß die Kongruenz 

x^-d~ 0,. (p) 

lösbar ist, d. h. daß ( — j = + 1 wird. 

Wenn umgekehrt T— J == + 1 ist, die Kongruenz a:^ — d = 0, (joi) 

also lösbar ist, so kann als eine Lösung stets eine ungerade Zahl 
2a + 1 angenommen werden, und dann sind 

p = (^, a + co) und p' = (p, « + <»0 

zwei Toneinander verschiedene, in ^; aufgehende Primideale. In der 
Tat ist der größte gemeinsame Teiler von p, p': 

{py a + o, a + ö', 2a + 1, 1) = (1), 

weil 2a + 1 prim ist zu p. Femer ist weder p noch p' gleich (1) 
oder (jp), denn p geht nicht in a + » oder a + o' auf. 
Es sei zweitens p = 2. 

« 

Wenn dann (2) durch ein Primideal p = (2, a + o) teilbar ist, 

so ist (a + ö)(a + cö') = (a +-j — ^ gerade, oder (2a + l)* — w 

teilbar durch 8, d. h. es muß die Kongruenz 

x^^m~0, (8) 
lösbar sein. 
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Falls umgekehrt diese Kongruenz Lösungen besitzt, können die- 
selben nur ungerade Zahlen sein, und wenn 2a + 1 eine solche Lösung 
bezeichnet, so stellen wiederum 

p = (2, a + m) und p' = (2, a + q') 

zwei verschiedene Primideale dar, welche in (2) aufgehen. In der 
Tat sind p und p' verschieden von (2) und verschieden voneinander, 
denn es ist ihr größter gemeinsamer Teiler: 

(2, a + CD, a + ö', ^a + 1, 1) = (1). 
Bezeichnet man, unter der wesentlichen Voraussetzung e? ^ 1, (2), 
mit (-g-) ==* + 1 oder — 1 die Tatsache, daß die Kongruenz x^ — d^O, (8) 
Losungen besitzt oder nicht, so ist p = 2 in A: (}/m) zerlegbar oder 
unzerlegbar, je nachdem fy] = + 1 oder ( yj = — 1 wird. 

Man findet übrigens leicht, daß (— j = + 1 ausfällt, wenn 

m = 1, (8) ist, und ( yj = — 1, wenn m « 5, (8) ist. 

Es sei schließlich p eine ungerade Primzahl, welche in d resp. m 
aufgeht, dann genügt x^Oy (p) als Doppelwurzel der Kongruenz 

x^ — d = 0, (j))y und man setzt wieder (—j = 0. Nun stellen 

p=(p, Yni) oder p'= (p, — "j/m) Primideale vor, welche in p auf- 
gehen. Da offenbar wieder p = p' ist, so wird: 

(p) = P*. 

Als Basis des Primideals p kann gewählt werden: 

Es zeigt sich also auch für den letzten jetzt behandelten Fall 
wieder, daß alle in der Körperdiskriminante aufgehenden rationalen 
Primzahlen gleich dem Quadrat eines Primideals sind. 

Die Zusammenfassung der drei verschiedenen Fälle liefert nun 
die folgende Tatsache^): 

Satz. Ehie rationale Primzahl p ist in dem Zahlim-per k (l/m) 
mit der Körperdiskriminante d entweder zerlegbar in das Produkt von 
zwei konjugierten aber verschiedenen Primidealen^ oder gleich dem 
Quadrat eines Primideals, oder endlich unzerlegbar, je nachdem entweder 

( j = + 1, oder (—j = 0, oder (-- j = — 1 ausfällt, 
1) Hubert, Zahlber. § 61, S. 284. 
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Wenn auch die Berechnung des Symbols (—j erst später als An- 
wendung des quadratischen Reziprozitätsgesetzes gelehrt werden kanxi^ 
so ist es hier doch schon möglich, einige Beispiele auszuführen. 

Körper k (]/^^), m 5, rf = — 20. 

Die Zahlen 2 und 5 sind die einzigen Primfaktoren der Dis- 
kriminante, und diese Zahlen müssen daher durch Quadrate von Prim- 
idealen teilbar sein. 

In der Tat ist: 

(2) = (2, 1 + v=^y, (5) = (Y^y. 

Die Kongruenz rr* + 5 = 0, (j>) ist lösbar für die ungeraden Prim- 
zahlen p = 3, 7, 23 usw. und unlösbar für i? == 11, 13, 17, 19 usw. 
Es ergeben sich daher die Zerlegungen: 

(3) = (3, l+y35)(3, l-l/=:5); 
(7) = (7, 3+^=^(7, 3- •|/=r5); 

(23) = (23, 8 + l/~5) (23, 8 - Y^, 

in Primideale ersten Grades, während (11), (13), (17), (19) Prim- 
ideale zweiten Grades darstellen. 

Körper k (YM) , m = 35, rf = 140. 

Die Primzahlen, welche in der Eörperdiskriminante ansehen, 
sind 2, 5, 7, und daher wird: 

(2) = (2, 1 + 1/3"5)^ 
(5) = (5, y35)^ 

(7) = (7, >/35)V 

Da die Kongruenz a;* — 35 = 0, (p) lösbar ist für p = 13, 17, 19 usw. 
und unlösbar für j) = 3, 11 usw., so ergeben sich jetzt die Zer- 
legungen: 

(13) = (13, 3 + ^35) (13, 3 - ]/35) ; 

(17) = (17, 1 + ^35) (17, 1-1/35); 

(19) = (19, 4 + ysö) (19, 4 - )/35), 

in Primideale ersten Grades. (3), (11) sind dagegen Primideale 
zweiten Grades. 

15. Fundamentalsatz von den linearen Formen. 

Es ist notwendig, an dieser Stelle einen Satz zu entwickeln, 
welcher im folgenden sehr oft zur Anwendung kommt und den man 
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Herrn Minkowski verdankt. Dieser Satz liefert für eine ganze Klasse 
von zahlentheoretischen Untersuchungen ein fundamentales und ein- 
heitliches Prinzip, wie Herr Minkowski in seinem äußerst interessanten 
Buch: „Geometrie der Zahlen" 1. Lieferung, Leipzig 1896, auf das 
ich hier gerne verweise, näher ausgeführt hat. 

Zuerst mögen kurz einige sonst gebrauchliche Benennungen er- 
klärt werden: Homogene lineare Form mit n Veränderlichen heißt 

ein Ausdruck: . ... 

f^ a^x^ + a^x^-\ + a^x^y 

in welchem a^, Og, ... a^ konstaute Koeffizienten und x^, x^, ... x^ 
veränderliche Größen sind. Liegt ein System von n homogenen 
linearen Formen mit n Veränderlichen vor: 

so heißt die Determinante der n^ Koeffizienten dieser Formen: 

A = (a^, «82, . . . O7 
abgekürzt die Determinante der n Formen. 

In diesen Bezeichnungen lautet der Satz von Herrn Minkowski: 

Satz L^) Sind /) = a^^Xj^ + a^^x^ -\ h ö-„^„ (för i= 1, 2, ... n) 

n homogene lineare Formen mit reellen Koeffizienten a^j^ und der De- 
terminante + 1, so kann man stets n ganze rationale Zahlen, welche 
nicht alle gleich Null sind, für x^ bis x^ so bestimmen, daß der ab- 
solute Wert jeder der Formen /* < + 1 wird, d. i. daß gleichzeitig 

Den folgenden Beweis für den Satz I hat mir Herr Geheim- 
rat Hilbert in freundlichster Weise zur Verfügung gestellt. Herr 
Hilbert hat diesen Beweis in einer Vorlesung, gehalten an der üni- 



1) H. Minkowski, Geom. d. Zahlen, p. 104. Bei Herrn Minkowski ist 
dieser Satz ein Spezialfall eines allgemeinen geometrischen Satzes üher nirgends 
konkave Körper mit Mittelpunkt im n-dimensionalen Raum. Ich kann es mir 
nicht versagen, von diesem tiefgehenden schönen Satz wenigstens eine Spezia- 
lisierung auf die Ebene hier mitzuteilen, indem ich den Begriff des Zahlen- 
gitters vorausnehme, welcher im 3. Abschnitt erklärt wird: 

In einem Zahlengitter, dessen Grundmasche den Inhalt 1 besitzt, sei eine 
nirgends konkave (sich selbst nicht schneidende) geschlossene beliebige Linie 
(also auch z. B. ein Polygon) eingezeichnet, so daß ein Gitterpunkt Mittelpunkt 
dieser Linie ist, und dieselbe ein einfach zusanmienhängendes Flächengebiet 
begrenzt. Wenn alsdann der Flächeninhalt dieses Gebietes gleich 4 ist, so 
muß innerhalb oder auf der Begrenzungslinie dieses Gebietes mindestens noch 
ein Gitterpunkt gelegen sein, außer dem Mittelpunkt. Yergl. Minkowski, 
L 0. p. 76. 

Sommer, Zahlentheorie 5 
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versität Königsberg, Winter 1890/91, mitgeteilt. Ich beschränke mich 
bei der Wiedergabe des Beweises auf den Fall n •= 3, einmal, weil 
der Minkowskische Satz nur für n = 2 und n » 3 in diesem Buch 
zur Anwendung gelangt, und weil außerdem die allgemeinen Prinzipien 
der Beweismethode auch schon fiir n =« 3 voll zur Geltung kommen. 

Beweis. Der Beweis wird in drei Schritten geführt. 

1. Es möge als Normalform für drei Formen /i, /*,, /], das System 

cc cc 

bezeichnet werden, faUs \ und h^ ganze rationale und c^, c^ beliebige 
reelle Zahlen sind. Dabei bedeutet es keine Beschränkung, wenn man 
femer ä^, ä, positiv annimmt, weil man sonst nur x^ durch — x^ zu 
ersetzen braucht. Nun wird zuerst gezeigt, daß der Satz für die Normal- 
form gültig ist. Setzt man für x^ eine Zahl des Systems 0, ±: 1, 

± 2, ... ± Y oder des andern: 0, ± 1, ± 2, . . . ± ?^^^, [^] + 1, 

je nachdem \ eine' gerade oder ungerade Zahl ist, und setzt femer 

zugleich für x^ eine der Zahlen 0, ±1, ±2, . . . ± ö*> oder 0, ± 1, 

±2, ... ± * 7^ , 12+^' J® nachdem wieder li^ gerade oder un- 
gerade ist, so erhält man (fc^ + 1) (Ä, + 1) Kombinationen von Werten 
Xi, x^, für welche /i < y resp. < y + -^-- und l/i^y resp. 

< -- + -T- ist. Für jede dieser Wertekombinationen x^ , x^ kann 
man sodann die dritte Veränderliche x^ als ganze rationale Zahl so 
wählen, daß f^ == hji^ /^i-^» T^«_?«. -|_ xA ein Wert zwischen und 

W ist. In der Tat kann man doch x^ so wählen, daß "-V~y- * + ^s 

ein positiver Bruch zwischen und 1 ist, dann wird ^Cf^^h^h^. 
Denkt man sich nun die (h^ + 1) (h^ + 1) Werte von f^ ihren resp. 
Größen entsprechend den Zahlenintervallen bis 1; 1 bis 2; 2 bis 3 
usw. und Aj Aj "~ 1 ^^^ KK zugeteilt, dann verteilen sich (A^ + 1)(Ä2 + 1) 
Werte f^ auf h^h^ Intervalle, es muß daher in mindestens einem 
Intervalle mehr als ein Wert f^ liegen. Nehmen wir an für x^ = a< 
und x^ = a/ liegen die Werte ^' =» c^a^ + CjO^ + hji^a^ und /," = 
^1%'+ ^20^'+ liih^a^ in einem Intervall, so ist offenbar \f^ — /*/' ' <C 1, 
oder ; ^ I ^ 1 für die nicht verschwindenden Differenzen ^^ = a^ -— a/, 
(i = 1,2,3). Mit Rücksicht auf die Bestimmung der Werte a^, o,, 
a/, Oj' ist dann gleichzeitig \a^ — ^i' I ;^ '*i > I ^hi ~ ^2' I ^ '^^ folglich 
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ergeben sich für Xi^a^ — a^' und x^^ a^— a^ auch die Werte: 
l/'j 1^1, l/a I ^ 1. Damit ist der Satz für die Nonnalform bewiesen. 
2. Sind nun: 

fi =" »ii^i + ««^2 + »i«^8 (för ^ ==« 1; 2, 3) (I) 

drei lineare Formen mit ganz beliebigen reellen Koeffizienten und der 
Determinante A = + 1, so liegt der Gedanke nahe, daß man durch 
eine Transformation von folgender Art: 

^i == hiVi + ^i%yt + kzVz (för i - 1; 2, 3), (S.) 

die ursprünglichen Formen in die Normalform überführt. Setzt man 
die Werte x^ in die Formen f^ ein, so erhält man die transformierten 
Formen in den Veränderlichen y mit einer Determinante zi^, welche 
sich nach dem Produktsatz für Determinanten berechnet zu: 

^y == («11 ; «2«> ^a) • (^11 ; ^22; W "= 1 ' (^ii ^22 W* 
Damit auch die Determinante der transformierten Formen zJ = 1 
wird, muß jedenfalls die Substitution (oder Transformation) (S) eine 
„Einheitstransformation'' sein, d. h. (Inhihs) = + 1 ausfallen. 

Bedeuten außerdem die Koeffizienten l^j^ ganze rationale Zahlen 
mit der Determinante (Z^, ^22; hs) =* 1, so ergeben sich aus den For- 
meln (S) ganzzahlige Werte von y zu ganzzahligen x und umge- 
kehrt. Damit die Einheitstransformation (S) die Form f^ in ^- über- 
führt, müssen die Koeffizienten l^J^ folgende Gleichungen erfüllen: 

(^11 «22 W =- 1 (1) 

«11 ^11 + «12 ^21 + «18 ^82 = Y, (^) 

«11 ^12 + «12 ^22 + «18 ^82 = (3) 

«11 ^18 + «12 ^28 + «18 ^^88 = 0. (4) 

Es ließen sich nun wohl die Größen l^J^ als ganze rationale 
Zahlen diesen Gleichungen entsprechend bestimmen, falls man a^^, 
«12. «18 rational und ' teüerfremd, oder mit einem rationalen gemein- 

Samen Faktor , voraussetzen dürfte. Dieser Voraussetzung brauchen 

indessen die a im allgemeinen nicht zu genügen, wohl aber genügen 
ihr andere Formen, welche sich ev. beliebig wenig von den gegebenen 
Formen unterscheiden, woraus sich folgendes Beweis verfahren ergibt: 
Es sei aji a^j - a^^ a,^ die Unterdeterminante von a^ in (a^^a^^a^), 
welche nicht verschwindet, und es bedeute ö eine willkürlich gegebene, 
beliebig kleine positive Größe. Dann kann man stets eine Größe 
6<Cd finden, von der Eigenschaft, daß nach einer Änderung {Variation) 



6* 
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der Koeffizienten a^^, a^^y ... a^ um Größen ^ s, der Koeffizient 0^3 
höchstens noch um die Größe d venLndert zu werden braucht^ damit 
die Determinante ^J^ der variierten Formen eben&Us gleich -f 1 
wird. In der Tat, variiert man jeden Koeffizienten a^^ um s^^ < 1, in- 
dem man sich alle 6^^ mit Ausnahme von s^ gegeben denkt, so 
berechnet sich aus der Schlußbedingung /^/^ = 1 der Wert b^^ zu: 

** («ii-^ii» «11 — ««) ' 

wo Äi^y Ä^2 Zahlen sind, die von den Koeffizienten a und etwa noch 
von den s^^ abhängen. Bezeichnet 6 den größten Wert unter allen 
den Variationen Si^, so ist 



^88 
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WO nun Ä eine Größe ist, die nur von den Koeffizienten a und be- 
stimmten Zahlen abhängt. Es wird daher | £33 | < ^ werden, solange s der 

stets erfallbaren Bedingung genügt p. r-r < d, und umgekehrt. 

Dies vorausgeschickt, verändere man nun zuerst die Koeffizienten 
^11 > %2> ^18 ^®^ ersten Form f^ um weniger als s, so daß die variierten 
Koeffizienten rationale Zahlen von der Form: 

^11 ^1« ^8 

h' ' V ' h' 
sind. Dann multipliziere man Zähler und Nenner dieser Koeffizienten 
mit einer hinreichend hohen Potenz der ganzen Zahl h^^ ^2 ^s "^ -^ 
und ersetze die a^j, a^ a^ durch 

so daß schließlich auch diese neuen Ausdrücke sich von a^^, o^^, a^^^ 
um weniger als b unterscheiden. Da H^^, jB^g, ^13 sicher keinen 
gemeinsamen Teiler haben, wende man jetzt auf die variierte Form 

und die Formen /],, /"g die Substitution (S) an, und bestimme die l^j^ 
derart, daß (^11^22^88) ^ 1 wird, und ferner: 

^11^11+^12^21 + ^18^81 = 1 • (la) 

•^11 ^12 + -^12 ^22 + ^18 ^82 =* ^ (2») 

^11 ^18 + -^12 ^28 + -^18 ^38 = ^ (3*) 

ausfällt. In der Tat kann man zunächst \^, l^, {32, l^^y Z23, ^33 als 



15. FandamentaJBatz von den linearen Formen. 69 

ganze rationale Zahlen stets so bestimmen, daß die Gleichungen (2 a) 
und (3a) erfüllt sind. Dann folgt aus denselben: 

^12 =" ^ (hi ^18 — ^12 ^83) f (4) 

-"13 ~ ^ (^12 ^28 ~~ '18 ^2) ; 

wo t ein rationaler Proportionalitatsfaktor ist. Weil aber H^^^, H^^y 
ITij teileriremd sind, kann t bloß der reziproke Wert einer ganzen 
Zahl sein, und man darf zum Voraus für die l teilerfremde ganze 
rationale Zahlen voraussetzen derart, daß t=^l wird. Die Gleichung 
(la) kann femer stets durch ganze rationale teilerfremde Zahlen 
Zji» ^21, Z51 erfällt werden, weil ja die Kongruenz: 

H,^x + H,^y -1 = 0, (fl-J, 

Lösimgen besitzt. Die hiermit bestimmten Werte l^^ erfüllen schließ- 
lich von selbst die Bedingung (Z^, 1^^, l^ = 1, wie man erkennt 
durch Zusammenfassung der Gleichungen (la") und (4), wenn in den 
letzteren < = 1 eingeführt ist. Die Transformation (S) habe die drei 
neuen Formen geliefert: 

/"— yi 

f^-KVl + ^22^2 + ^28^3; (11) 

Man bestimme jetzt zunächst weiter ein positives a^ < 1 derart, daß 
einer Variation der Koeffizienten ftg^, 6,2, h^ um Größen :^ 6^ solche 
Variationen der ursprünglichen Koeffizienten a entsprechen, die < £ 
sind. Dann verändert man die ij^, h^y b^^ um Größen < f^ und 
stellt damit eine variierte Form 

her, in welcher H^if ^a teilerfremde und Ifg^, H^, H^^, \ ganze 

rationale Zahlen sind, während -v^ usw. sich um weniger als e^ von 

den 6 unterscheiden. Auf die Formen /i', q)^\ f^ wende man jetzt 
eine neue ganzzahlige Substitution (S') an, von folgender Form: 

yj «. Wji z^ + w„ z^ + Wgs z^ (S') 

^8 = ^81^1 + ^82^2 + ^88^8 J 

mit der Determinante m^^ m^ — m^, m^^ = + 1 , welche die drei Be- 
dingungen befriedigt: 
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^81 + H^^ W21 + iTjs ^31 = (1 b) 

^22 %2 + ^23 ^^32 ==1 (2 b) 

^22 ^28 + ^23 ^88 = 0. (3b) 

Aus der ersten Gleichung ergeben sich m^^, m^^ auf unendlich viele 
Weisen als ganze rationale Zahlen; femer kann nach der letzten 
Gleichung m^j = + ^^2 ^28 == "" ^23 gewählt werden. Weil aber 
H^y ^28 i'elatiy prim gewählt sind, so lassen sich fn^^^ m^^ der Glei- 
chung (2 b) entsprechend bestimmen, wodurch dann zugleich m^f 111,3 
— m28 Wg, =» 1 wird. Die Substitution (S') liefert jetzt die neuen 
drei Formen: 






(in-) 



9^8 ^^ ^31 ^1 ' ^82 ^2 1 ^88 ^8 • 

Indem man an dieser Stelle die Anschauung etwas ändert, kann 
man aber auch sagen, daß die Formen /i" und f^' durch die nach- 
einander angewendeten Substitutionen (S) und (S') aus zwei Formen 
9^, ^>^ hervorgegangen sind, welche ihrerseits aus den ursprünglichen 
Formen /*j, f^ durch Variation der Koeffizienten a^, a^g, a^, Oj^, o^^, 
0^3 um Größen < h abgeleitet waren, und wo 9?^ ähnlich beschaffen 
ist wie 9i. Variiert man dann auch noch in der dritten ursprüng- 
lichen Form /i die Koeffizienten um Beträge < £, d, so daß die 
Koeffizienten rational sind und die Determinante der variierten Formen 
wieder gleich +1 ist, so erhält man eine Form 9)3, welche durch 
die nacheinander angewendeten Substitutionen (S), (S') in eine Form 

/s' = ^1 ^1 + ^2 -^2 + \ K ^8 (ad III) 

transformiert wird, weil (S) und (S') zusammen wieder eine Einheits- 
transformation bilden, und daher A, «= + 1 sein muß. f^' muß seiner- 
seits aus ^)^' durch Änderung der Koeffizienten um Betrage ^ «^ her- 
vorgehen. Es ist gezeigt, daß der Minkowskische Satz für die Normal- 
formen /i", /"g", Z'g" gilt. Durch die Substitutionsformeln (S) und (S') 
erhält man dann rückwärts Werte oc^, x^, x^, für welche der Satz von 
den variierten Formen 9^, q>^, 9P3 gilt, somit fehlt allein noch der 
Nachweis, daß der Satz auch für die ursprünglichen Formen richtig 
ist, wenn er für beliebig wenig variierte Formen gilt. 

3. Ändert man die Koeffizienten der Formen /i, /i, f^ um Größen 
^ 8, BO daß ihre Determinante endlich bleibt, auch nicht Null wird 
und löst man die Gleichungen 9?^ = tt',. (1 = 1, 2, 3) für gegebene 
Zahlen m?^, die zwischen — 1 und -|- 1 liegen, nach x auf, so liegen 
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diese Werte | x \ alle unter einer endlichen Größe G. Weil aber unter- 
halb einer solchen Größe G überhaupt nur eine endliche Anzahl ganzer 
rationaler Zahlen liegen^ existiert nur ein endliches System ganz- 
zahliger Kombinationen x^, x^y rCj, für welche 9i ^ 1, i 9^2 1 ^ 1> 
I 93 I ^ 1 ausfallen. 

Augenommen, es bestünden für Iceines dieser Wertsysteme die ver- 
langten Ungleichungen |/ij ^ 1, vielmehr bestünde jedesmal für min- 
destens eine der ursprünglichen Formen, etwa für /)., die Gleichung 

1^^] « 1 4- ;i^ WO ^ eine positive Zahl ist, dann setze man 8 < ^-^, 

wo M der absolute Betrag des absolut größten aller Koeffizienten 
a^j^ sein soll und G die oben definierte Bedeutung hat, so müßte 
jedesmal für die variierte Form tpj^ die Ungleichung | y^^ | > 1 gelten, 
d. h. der Satz wäre auch für die um Größen ^ ö variierten Formen 
nicht richtig. Für diese ist aber die Richtigkeit des Satzes bewiesen, 
also gibt es stets ein Wertsystem ganzzahliger rationaler Zahlen, für 
welche 

i/ii^i, i^.i^i, i/ii^i 

ausfällt. 

Meistens ist der Minkowskische Satz in der folgenden, etwas 
veränderten Gestalt zu verwenden: 

Satz IL Sind 

fi = «n ^1 + ^i% ^2 + «<8^8; i} ^ 1; 2, 3) 
drei lineare Formen mit reellen Koeffizienten und der positiven Deter- 
minante ^, und sind ferner w^, w^, w^ drei positive ZaJilen, deren 
Produkt w^w^'W^=^/d ist, die sonst aber ganz beliä>ig sein dürfen, 
so Jcann man stets drei ganze rationale Zahlen x^, x^^ x^ angeben, für 
welche gleichzeitig 

\fi\£^^u l/il^^a? Ifsl^^'i 
ausfällt 

Die Richtigkeit dieses Satzes folgt ganz unmittelbar aus dem 

ersten Beweis; man braucht nur 

ft = Wi'(pi, f^^w^'(p^, /i^w^'s-^s 
zu setzen, dann sind tp^, q>^y q>^ drei reelle Formen mit 4er Deter- 
minante -f- 1. Es lassen sich mithin drei ganzzahlige Werte x^, x^, x^ 
angeben, für welche 

kl 1^1^ : 9^2 15^1; ksi^l 
werden, und für diese selben Werte der Veränderlichen hat man folglich: 

\fi\<:^u l/il^««^27 i/sl^w^'s» 
wie es der zweite Satz verlangt. 
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Schließlich folgt durch Auflösung der drei Gleichungen /) = Cf 
mit der Determinante ^ » 1 nach den Unbekannten x^,x^,x^ der Satz: 
Satz III. Haben die drei linearen Formen 

^i = ^«^ + ^2^ + -^8^8 ^ i = h 2, 3) 

reelle Koeffizienten mit der Determinante + 1, so kann man für c^* 
c^, Cj stets reelle Werte zwischen — 1 und + 1 so hestimmeny daß für 
dieselben die x^, x^, x^ sich als ganze rationale Zahlen ergeben. 
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Definition. Zwei Ideale a und b des ZaJdkörpers k heißen äqui- 
valent und man schreibt: 

wenn ihr Quotient gleich einer Zaid des Körpers ist, oder wenn man 
zwei ganze Zahlen in k angeben kann, so daß 

\-j resp. (^)a = (a)b 

mrd. 

Falls a ein Hauptideal bezeichnet, so schreibt man einfach a ^ (1). 

Aus dieser Definition ergeben sich unmittelbar einige Rechnungs- 
regeln für Äquivalenzen. 

1. Wenn a ~ b und b ~ c ist, so ist auch a ~ c. 

2. Wenn a<^h und c '^ b ist, so ist auch a • c ~ b • b. 

3. Wenn a und b äquivalente Ideale sind und c ein drittes Ideal 
bedeutet von der Beschaffenheit, daß ac ein Hauptideal ist, so wird 
auch gleichzeitig bc ein Hauptideal. 

Kummer hat diesen Satz als Definition der Äquivalenz benützt, 
und derselbe wird im folgenden auch stets angewendet werden bei 
der Untersuchung der ev. Äquivalenz zweier gegebener Ideale. In 
der Tat ist der Satz mit der oben angenommenen Definition gleich- 
bedeutend, denn aus 

ac '^ bc *^ 1 
folgt: 

a(n(c)) ~ b(w(c)) 
und 

a ^^ b. 

4. Wenn ac ~ bb und a ~ b ist, so ist auch c ~ b. 

5. Wenn a ^^ b ist, so ist gleichzeitig a' ^^ b', denn es ist 
(w(a)) ~ {n(^)). 
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Auf den Begriff der Äquiyalenz gründet sich jetzt weiter die 
folgende Definition: 

Definition. Alle Ideale, welche einem und demselben Ideal äqui- 
valent sind, hüden eine Idealklasse. 

Danach wird durch jedes Ideal stets eine Idealklasse bestimmt; 
welche unendlich viele Ideale enthält. Die Definition findet darin 
ihre Berechtigung, daß alle Ideale einer Klasse immer nur wieder 
dieselbe Klasse bestimmen. Alle Hauptideale sind dem Ideal (1) äqui- 
valent und bilden zusammen die Hauptklasse. 

Es mögen künftig große lateinische Buchstaben K, K^^, K^ . , , 
die Klassen eines Körpers bezeichnen, insbesondere schreibt man die 
Hauptklasse stets K^ 1, 

Gehört das Ideal a der EQasse K, a^ der Klasse Ky^ an, und ist 

I) = a • a^ ein Ideal der Idealklasse K^, so heißt K^ das Produkt der 

Klassen K und K^ und man schreibt symbolisch K^ = KK^ , Man 

kann also Klassen miteinander multiplizieren, indem dabei insbesondere 

stets die Identität gilt: 

K^l'K. 

Wie zu jedem Ideal a ein Idealfaktor a^, auf unendlich viele 
Weisen, stets so gefunden werden kann, daß a - a^ ein Hauptideal 
wird, so gehört zu jeder Klasse K auch stets eine und nur eine 
Klasse K^ mit der Eigenschaft, daß K - K^ = l wird. 

Zwei Klassen, welche in dieser Beziehung zu einander stehen, 
heißen ressiprok, und man schreibt dann: K^ = K~^ oder K^K^^K 

Endlich kann man noch allgemeiner den Begriff der Division 
auf das Bechnen mit Idealklassen ausdehnen: Eine Idealklasse K des 
Körpers k heißt durch eine Idealklasse K^ desselben Körpers teilbar, 
wenn es eine Idealklasse K^ (in Tz) gibt, so daß K ^ K^K^ wird. 

Die Aufstellung der sämtlichen Idealklassen eines Zahlkörpers 
ermöglicht die folgende Tatsache: 

Fondamentalsatz. Die Anzahl der Idealklassen eines quadratischen 
ZaMkörpers ist stets endlich. Es gibt nämlich in jeder Idedüclasse min- 
destens ein Ideal, dessen Norm kleiner oder höchstens gleich , }/d \ ist. 

Dem Beweis dieses Fundamentalsatzes soll noch der folgende 
Hilfssatz vorausgehen: 

Hüfssatz. In jedem Ideal a des Körpers k, mit der Diskrimi- 
nante d, existiert stets eine Zahl a, deren Norm ihrem absoluten Betrage 

nach ^\n{d)Yd\ ist. 



(I) 



(!') 
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Beweis. Das Ideal a sei in der kanonischen Darstellung ge- 
schrieben: a = (i, «1 + «2®), dann setze man im Falle eines reellen 
Körpers: 

> 

und im Falle eines imaginären Körpers: 

/i == -^ { 22ir + (2ii + ^[(o + (D'])y [ 

mit demjenigen Vorzeichen ±, für welches die Determinante ^ dieser 

Formen ^ = ii-^\ Yd [ = | « (a) )/d | wird. Femer bedeuten im Falle eines 
reellen Körpers k^ und Xj irgend zwei positive reelle Zahlen derart, daß 

«1 • Xj = 1 w(a)y^| ist, im Falle eines imaginären Körpers sei außer- 
dem Xi = Xj = x, so gibt es nach dem Minkowskischen Satz (S. 71) 
ganze rationale, von NuU verschiedene, Zahlen x, y, für welche die 
Bedingungen gelten: 

In einem reellen Körper ist dann a = f^ eine Zahl der verlangten 
Art; denn es ist a eine Zahl des Ideals, cc ^ f^f und j w(a) | < w(a)]/d j . 

Im Fall eines imaginären Körpers entspricht a = ^ -z= dem 

Satze: denn es ist dann a eine Zahl des Ideals, a = — V- ^ 

1/2 

und |n(a) \=i\f^^ + f^^\ ^ -t-(V + O = «' < I w(a)l/d| . 

Anmerkung. Der Satz gilt natürlich auch für ein Hauptideal 
a ^ (a)'^ es gibt also im Körper k stets eine von und + 1 ver- 
schiedene ganze Zahl A derart, daß ' ^K''') I ^ I V^l ^s*- 

Beweis des Fundamentalsatzes, a bezeichne ein Ideal der 
Klasse A, und a sei eine Zahl dieses Ideals, welche der Bedingung 

! w(a) I < I w(a))/rf| genügt. Es gibt dann in der zu A reziproken 
Klasse B ein Ideal b, für welches das Produkt a • 6 = (a) wird. 

Wegen w(a)n(b) = | w(a) j < |n(a)]/dj folgt daher die Ungleichung 

>^(b)^|y^|. Es enthält also die IdeaUdasse B ein Ideal, dessen 

Norm ^ I Yd \ ist, vertauscht man die Klasse B mit der Klasse A, 
so erhält man das entsprechende Resultat für A. 

Nun ist aber |]/dj für jede endliche Zahl m selbst endlich, und 
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da es nur eine endliche Anzahl verschiedener Ideale gibt^ deren Norm 
eine gegebene endliche Oröße nicht übersteigt; ist auch die Anzahl 

der Idealklassen selbst endlich und sicher < 2 1 Yd \ . 

Die Klassenanzdhl eines Körpers, für welche dauernd der Buch- 
stabe li verwendet werden soll, ist eine der wichtigsten Eonstanten 
desselben, und es möge nun in einigen Beispielen die praktische 
Bestimmung dieser Anzahl ausgeführt werden. 

Beispiele für die Untersuchung der Äquivalenz von Idealen. 

Um zu entscheiden, ob zwei gegebene Ideale äquivalent sind, 
kann man wie in den folgenden Zahlenbeispielen nach Satz 3 dieser 
Nummer (S. 72) verfahren. 

1. Im Körper t(l/^5) ist: 

(2, 1 + >/- 5) ~ (3, 1 +/-^) -f (1), 

denn multipliziert man beide Seiten dieser Äquivalenz mit (3, 1 — 1/--5) , 

80 ist 

(3, 1 + t/^'5) (3, 1 - V-b) = (3) - 1 
und 

(2, 1 + Y-b) (3, 1 - Y-S) = (1 + Y^b) ~ 1. 

Femer ist 

(3, l+l/=:5)~(3, l-l/ITö), 
denn es ist 

(3, 1 + y^bY = (2 - v-b) ~ 1. 



2. Im Körper *(l/-23), o = i^t^^- - ist: 

(2, d) -^ (2, c-), 
denn es ist: 

(2, cö)2 « (4, 2®, - 6 + o, . . .) = (4, 2 - (d) H^ 1, 

während doch 

(2, (d) (2, 0)') « (2) - 1 ist. 
Dagegen ist 

(3, (ö) r^ (2, cd'), 
denn es ist 

(3, o) (2, o) = (6, 3o, 2(D, (D*) = (a>) ~ 1 
und 

(2, c) (2, c') = (2). 

3. Im Körper Ä;(|/3l) ist: 

(3, l+i/3l)4'(3, l-ysT), 
denn es ist 

(3, 1 +y3l)* - (9, 2 -ysi) H- 1. 
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Dagegen ist 

(3, 1+1/31) -(5, l+>3r;, 
denn es ist 

(3, l+y3l)(5, 1 - l/3l) = (4 + 1/31), 
und dann folgt von selbst: 

(3, l^-|/3l)-(5, l-l/Sl). 

Beispiele zur Berechnang der ElassenanzaliL 

Für die Körper k{Y^^), 1c{Y^, i(>/^ gut noch das Eu- 
klidische Teilerrerfahren. Alle Ideale dieser Körper sind Hauptideale^ 
und somit ist die Elassenanzahl jedesmal % » 1. 

la. Für den Körper k (V^^) ist m = -5 = 3, (4), also d= - 20 

und I yQ . < 5. Die Zahlen 2 und 3 sind im Körper zerlegbar^ und 
zwar ist 

(2) - (2, 1 +y^6)(2, - 1 + y=^ = a • a', a = a' und n(a) = 2 
(3)-(3, l+y=:5)(3, -l+l/=^)=-b.b', n(b)«3. 

Nun muß nach dem Endlichkeitssatz jedes Ideal des Körpers 
mindestens einem der Ideale (1)^ a, b oder 6' äquivalent seiu; weil dies 

alle Ideale sind^ deren Normen \yd\ nicht übersteigen. Da aber 
schon gezeigt wurde, daß a '^ b ~ b' 4^ (1) ist, so ist die Klassen- 
anzahl des Körpers A =» 2, und die Klassen sind gegeben durch die 

Ideale (1) und (2, 1 + V^). 

2a. Für den Körper k {]/— 23) ist w = 1, (4), also d 23 und 

\Yd I < 5. Die Zahlen 2, 3, 4 sind in Faktoren aus Nichthauptidealen 
zerlegbar, und zwar ist: 

(2) « (2, cd) (2, oj') = a • a', und w(a) = 2, 

(3) « (3, (d) (3, cd') = b • b; und w(a) = 3. 

Man findet aber, wie oben gezeigt: 

~ b', a' '^ b und a^ ~ a', 

also ist die Klassenanzahl A » 3, und die Klassen lassen sich durch 
die Ideale (1), a, a* oder (1), b', b'* oder (1), a, a' darstellen. 

3a. Für den Korper *()/3T) ist m = 3, (4), also d - 124 und 

I Yd I < 12. Von den Primzahlen unterhalb 12 sind 2, 3, 5 zerlegbar, 
7 und 11 unzerlegbar. 
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(2) = (39 + 7>^)(37 -7l/3Tj 

(3) = (3, 1 +y3l)(3, 1 -V^) = a . a; n(a) = 3 

(5) == (5, 1 +)/3l)(5, 1 ~y3l) = b • b', n(b) = 5. 
Es ergibt sich, wie oben gezeigt wurde, daß a, b, a', b' Nicht- 
hauptideale sind und a ~ b a' <^V 

Femer findet man a' ~ a'. Die Zahlen 4, 6, 8, 9, 10 können 
daher nur auf Ideale führen, welche einem der Ideale a, a*, (1) äqui- 
valent sind. Man behält somit A =» 3. Die Klassen des Körpers sind 
gegeben durch die Ideale (1), a, a*, oder 1, a, a' oder 1, h, b*. 

Anmerkung. Praktisch ist die vorstehend entwickelte Methode 
zur Bestimmung der Klassenanzahl stets ausreichend, und wenn Ver- 
treter der Klassen verlangt sind, auch theoretisch voll gültig. Es 
gibt aber zur Bestimmung der Klassenanzahl noch eine theoretisch 
vollendete analytische Methode der „analytischen Zahlentheorie". 
Dieser Zweig der Zahlentheorie ist im wesentlichen von Lejeune 
Dirichlet^) begründet und von Dedekind, Kronecker u. v. a. 
ausgebaut worden. 

Die aufeinanderfolgenden Potenzen eines Nichthauptideals a 

a, a*, a', . . . a**, . . . 

sind lauter verschiedene Ideale und bestimmen entsprechende Ideal- 
klassen Ä, Ä^, A^ . . , Da aber nur endlich viele Idealklassen existieren, 
80 können die Klassen A, A?^ J.* . . . bis ins Unendliche nicht alle ver- 
schieden voneinander sein. Benennt man mit ^^+^ die erste Klasse, 
welche mit einer der vorhergehenden A^ übereinstimmt, so ist 
^a+Ai ^ ^a yj^^ ^Ai ^ \^ ^jj^j gg gelten jetzt die Behauptungen: 

1. die Klassen Ay A}, . . . A!^^ sind alle verschieden voneinander, 

während weiter 

^jj.^. -4^+*» = A^y -4*+*» = A} usw. usw. 

2. der kleinste Exponent Ä^, für welchen die Gleichung jl*» = 1 
gilt, ist ein Teiler der Klassenanzahl A. 

Bedeuten nämlich n und n^ zwei ganze Zahlen unterhalb \ und 
setzt man voraus, daß JL" = J.**» ist, so ergibt sich hieraus -4'''~" = 1, 
wo nun umsomehr A' = w^ — w < ä^ ist. Folglich wäre schon 
^« = ^«+*' entgegen der Voraussetzung. 

1) Vergl. Ges. Werke, Bd. I, p. 857 ff. und 411 ff. Eine zusammenfaBsende 
Darstelluiig enthält: P. Bachmann, Zahlentheorie, Bd. m, Analytische Zahlen- 
theorie, Leipzig 1894. Man vergl. bes. auch den Zahlber. von Hilbert an den 
betreffenden Stellen, z. B. § 79, S. 79. 
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Ist durch die Klassen Ä, A^, . . . A^^ die Gesamtheit der Ideal- 
klassen erschöpft^ so ist \ = h. Falls es aber noch andere Ideal- 
klassen des Körpers gibt^ und falls B den Klassen A bis A^^ nicht 
angehört^ stellen AB, A^B, . . . A^^B unter sich und von den A ver- 
schiedene Klassen vor. Wenn nun die Idealklassen erschöpft sind, 
so ergibt sich also ä — 2^^, wenn aber C eine Klasse ist, welche 
weder unter den Klassen A noch unter den Klassen A*B sich be- 
findet, so stellen die Klassen AC, A^C, . . . A^^C wiederum \ neue 
untereinander verschiedene Klassen vor. Die Fortsetzung des Schluß- 
verfahrens zeigt, daß h ^^ n - h^ ist, wie die zweite Behauptung aussagt. 

Eine direkte Konsequenz dieser Tatsache ist der folgende Satz^): 

Satz. Wenn p ein Primteiler der Form X^ + m Y^ ist, für irgend- 
welche ganze Zahlen X, Y {d. h. wenn X? + m Y^ durcfi p teilbar ist), 
so gibt es stets einen ganzzahligen Exponenten e, für welchen die Gleichung 

p* = a:^ + my^ 

durch ganze regionale ZaMen x, y befriedigt wird. 

Eine Reihe von Sätzen der elementaren Zahlentheorie, von welchen 
wir die bekanntesten auch angeführt haben, lassen sich nun auf die 
Idealtheorie*) übertragen. 



17. Die Funktion ^(a). 

In der rationalen Zahlentheorie wird die Frage beantwortet nach 
der Anzahl q>{n) aller Zahlen aus dem vollständigen Restsystem 
nach einer ganzen positiven Zahl n, die relativ prim sind zu n. 

Es sei nun a irgend ein beliebiges Ideal des Zahlkörpers h (y^) , 
dann kann man entsprechend nach der Anzahl aller Zahlen des 
Körpers aus einem vollständigen Restsystem nach a fragen^ die zu a 
relativ prim sind, indem die Primfaktoren des Ideals a als bekannt 
vorausgesetzt werden. 

Die gesuchte Anzahl soll analog einem früheren Vorgang mit 
dem Symbol <2>(a) bezeichnet werden und für a = (1) sei <2>(a) == 1. 

Zunächst sei a = p als ein Primideal ersten Grades vorausgesetzt 
und es werde nach der Anzahl ^(p) gefragt. 

Die Zahlen eines vollständigen Restsystems nach p können ge- 
bildet werden durch die w(p) Zahlen 0, 1, 2, ... 2? — 1, unter welchen 
nur nicht prim ist zu p; es ist also: 



1) Cfr. Ch. Hermite, Oeuvres, Paria 1906, t. I, p. 274. 

2) Dirichlet-Dedekind, Vorles., Supplement XI, S. Ö64ff., bes. 567—678. 
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«(p)==<p)-l = n(p)(l-^JJ. 

Zweitens sei p ein Primideal zweiten Grades, dann werden die 
Zahlen eines vollständigen Restsystems durch 

r + 5 • CO 

gebildet, wenn r und s die Zahlen 0, 1, 2, ... p — 1 durchlaufen, 
was p^ = w(p) Kombinationen entspricht, unter diesen Zahlen ist 
wieder nur eine, nämlich 0, welche nicht prim ist zu p, und wir er- 
halten wieder 

«(p) = «(p)-i = «(p)(i-j^)- 

Wenn weiter p ein Primideal zweiten Grades ist und a = p* an- 
genommen wird, so bilden die Zahlen r -\- sg} ein vollständiges Rest- 
system nach p*, wofern für r und s die Zahlen 1, 2, ... i?, ... |?* 
eingesetzt werden, was jp'* = w(p*) Kombinationen ergibt, unter diesen 
Zahlen sind die Zahlen (und nur diese) a + 6oj, bei welchen für a 
und 6 die Zahlen Ip^ 2p, , , .p^~^' p in allen möglichen Kombinationen 
gesetzt sind, nicht prim zu p*. Solche Zahlen sind es aber jp*-' .^-^ = 
(p*)*"^, nnd daher ergibt sich für 0(a): 

<p(p*) _ «(p*) - „(p*-0 = n(p*) (l - „-^). 

Ganz dieselbe Form des ßesultates ergibt sich durch eine analoge 
Überlegung für ein Primideal p ersten Grades. 

Um jetzt zu dem Resultat für den allgemeinen Fall zu gelangen, 
setzen wir voraus, es sei Q (a) bestimmt für den Fall, daß a =« Pi*i p,*^ . . . p^*'« 
ist, also für den Fall, daß n verschiedene Primfaktoren in a enthalten 
sind und suchen nun 0{iX^ zu bestimmen, wenn ttj =« a • p* voraus- 
gesetzt wird, also für den Fall, daß q^ einen Primfaktor p weiter 
enthält als a, wobei p prim zu a vorausgesetzt ist. 

Es sei das Ideal a auf die Normalform gebracht: 

und 

dann sind a und i sicher prim zueinander, da ja a und p prim zu- 
einander sind, und es wird: 

a^ = ap* = {aiy ä + 02^2^)? 

wenn man berücksichtigt, daß 

sein muß. 
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Die Zahlen^ welche ein yoUständiges Restsystem nach a bilden, 
r + SCO, ei^eben sich, indem man für r die Zahlen 1, 2, ... a und 
für s die Zahlen 1, 2, . . . a, einsetzt. Ein yoUständiges Bestsystem 
nach a^, nämlich f + S(o, ergibt sich desgleichen, indem für r die 
Zahlen 1, 2, . . . ai und für s die Zahlen 1, 2, . . . a^i^ gesetzt werden. 
Unter der Gesamtheit dieser Zahlen finden sich also ii^ • ^(ct) Zahlen, 
die relatiy prim sind zu a, wie man erkennt, weun man die Zahlen r, s 
der Größe nach ordnet und in i resp. i^ Intervalle yon a bezw. a^ 
aufeinanderfolgenden Zahlen zerlegt. 

Unter diesen i^ig • ^(a) = w(p*) <2>(a) Zahlen befinden sich nun 
aber auch noch solche Zahlen des vollständigen Restsystems nach o^, 
welche den Faktor p einfach oder mehrfach enthalten und gleichzeitig 
zu a prim sind. Die Anzahl dieser Zahlen läßt sich jedoch leicht 
darstellen, wenn man von den durch p^ teilbaren Zahlen des Rest- 
Systems ausgeht. Sie ist so groß als die Anzahl derjenigen Zahlen 

des vollständigen Restsystems nach -z- = ttp*~*, welche zu a relativ 

prim sind. Solche Zahlen gibt es, wie eben gezeigt wurde: w(p*~^) ^(a). 
Es ist folglich: 

0(a,)=a>(a)n(p*)(l--J,5). 

Diese Formel ist eine Rekursionsformel zur Berechnung der 
Funktion O für ein Ideal mit n + 1 verschiedenen Primfaktoren, 
wenn dieselbe für ein Ideal mit n verschiedenen Primfaktoren bekannt 
ist. Mit Zuhilfenahme der Formel für 0(p^) erhält man daraus für 
a = pj*i |)g*8 . . . p^*« als Resultat die explizite Darstellung: 

*(") = <«)(l-^)(l-4))---^-n-^)- 

Aus dieser expliziten Darstellung der Anzahl der zu a relativ 
primen Zahlen eines vollständigen Restsystems ergeben sich leicht 
wieder folgende Sätze: 

Satz. Ist das Ideal a in das Produkt a^ • o, der beiden zueinander 
primen Ideale a^ und a^ zerlegbar, so ist: 

*(o) = 0(a,) ■ <P(a,). 

Satz. Durchläuft t alle Idealteiler des Ideais a, so ist: 

^*(t)-n(a). 

Beweis. Es sei zuerst a = p*, dann sind die Ideale 1, p, p', . • • P* 
alle Idealteiler t von a und somit: 
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J'*(t) - 1 + *(p) + *(p*) + . • • + *(p»), 
^*(t) = 1 + (l - ^^^-5) j «(p) + n(p») + . • . «(p*) ) 

= 1 + («(p) - 1) (^JJ^ - («(p))* - «(p*). , 

Wenn nun ganz allgemein a = Pi*i Pj*« . . . p„*» gesetzt wird, so 
kann man sagen, daß alle Teiler von a sich als die einzelnen Glieder 
des (ohne weiteres wohl yerständlicheu) symbolischen Produkts: 

(1 + Pl + . . . Pi*l)(l +V2 + '" P2*0 • • • (1 + P» + • • • PnS 

darstellen lassen. Nach dem vorhergehenden Satz über die Zerlegung 

der Funktion 0(a) in Faktoren ergibt sich für ^0(t) eine im ge* 
wohnlichen Sinn zu verstehende, eigentliche Summe von Funktionen 0: 

1 + i^iVi) + ^^W) + J'^CPiPt) + • • • J'«(pW, 

111 1 

welche dem symbolischen Produkt gleich gebaut ist: 

J^*(t)= (1 + a>(pi) + • • • a>(p,*i)) 
. (1 + *(p,) + . . . *(P,*«)) 



= w(p,*i) . n(pj*0 . . . w(p» = n{a). 

Es besteht also für Ideale ein ganz analoger Satz wie für die 
ganzen rationalen Zahlen. 

18. Der Satz von Fermat für Ideale. 

Satz. Es sei a ein Ideal des Körpers Jc(ym) und a eine beliebige 
0U a relativ prime ganse Zahl des Körpers, so gut stets die Kongruenz 

a*^(«) = 1, (a). 

Beweis. Es seien Q^y p, ... q^ diejenigen v = 9(Ci) Zahlen 
eines vollständigen Bestsystems nach a, welche zu a prim sind, und 
es sei nun: 

Ql^ = ^iy (a) 

• • • 

wo die cr^ . . . 6^ wieder Zahlen desselben vollständigen Restsystems 
seien, dem auch die Zahlen q angehören, so können keine zwei der 

Sommer, Zahlentheorie. 6 
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Zahlen <T einander nach a kongruent sein^ denn wenn 

wäxe; so müßte 

od^, weil a prim zu a ist^ 

Qx = Q,.> (tt) 

sein, was der Voraussetzung über die q widerspricht Femer kann 
keines der Ideale {p^ mit a einen Faktor t gemeinsam haben, weil 
dann aus der Idealgleichung 

folgen würde, daß dieser Faktor auch in pj^a, also in q^^ steckt, da 
a prim ist zu a und folglich auch zu t 

Die Zahlen 6^^ 6^ ... 6^ sind daher wieder alle zu a primen Zahlen 
des vollständigen Bestsystems und müssen folglich mit den Zahlen 
Qu ' " Qv9 abgesehen von der Reihenfolge, übereinstimmen. Durch 
Multiplikation der Kongruenzen (G) erhält man dann: 

Qi'Qi" Qr^"^^"^ = 6^-6^... 6^, (a), 
und hieraus folgt schließlich: 

«*(«) = 1, (a). 
Folgerungen. I. Wenn p ein Primideal /^" Grades (/=» 1 oder 2) 

des Körpers k{Ym) ist, und a eine durch p nicht teilbare ganze 
Zahl des Körpers bedeutet, so ist stets: 

und für eine jede beliebige ganze Zahl a gilt die Kongruenz 

n. Wenn a eine durch das Primideal p vom Grade f nicht teil- 
bare ganze Zahl bezeichnet, und wenn e die kleinste positive glänze 
rationale Zahl ist, für welche die Kongruenz besteht: 

so ist e stets ein Teiler von jZ—l. 

Beweis. Angenommen e sei selbst kein Teiler von |/— 1, so 
bezeichne e^ den größten gemeinsamen Faktor von e und |/— 1, dann 
ist e^ < 6 und es lassen sich zwei ganze rationale Zahlen x, y stets 

so bestimmen, daß 

ex + (//— l)y=-Ci 

wird. Nun folgt aus den Kongruenzen, denen a genügt, weiter: 
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^-^)i=i, (p) 

und liieraiis 

a.«+(p/-i)ir=l^ (p), 

oder es gilt fSr den Exponenten e^ die Eongnienz: 

o«. = 1, (p), 

es wäre also ancli e nicht die kleinste positive Zahl, für welche eine 
Kongruenz a^ = 1, (p) erfOUt ist nnd dies widerspricht der Yoraus- 
setznng über e» Somit bleibt nur übrig, daß e selbst ein Teiler 
von // — 1 ist. 

III. Nach einer beliebigen "k^^ Potenz von p gilt für a stets die 
Kongruenz: 

Wegen einer Anwendung in den folgenden Sätzen führe ich hier 
gleich die aUgemeinen Kongruenzen ein. 

Eine ganze Funktion einer Veränderlichen £ vom Grade g mit 

ganzen, dem Bereich %(]/m) angehörigen Koeffizienten kann man in 
bezug auf ihre Eigenschaften nach einem Idealmodul a untersuchen. 
Man spricht dann von einer Kongruenz mit einer ünbekaimten $ und 
vom Grade Qy wenn der Koeffizient des höchsten Gliedes ^^ nicht 
durch a teilbar ist. Wenn nun z. B. die Kongruenz: 

mit den ganzzahligen Koeffizienten a, a^, ... a^ gegeben ist, so ist 
eines der Hauptprobleme: die ganzen Zahlen q des Korpers von der 
Beschaffenheit zu bestimmen, dafi die Kongruenz für § = p befriedigt 
ist. Falls Q eine solche Zahl ist, so heißt sie eine Wurzel der 
Kongruenz. 

Am einfachsten sind die Kongruenzen nach einem Primideal- 
modul p, für welche der folgende einfache Fundamentalsatz gilt: 

Satz. Eine Kongruenz ^^ Grades nach dem Modul p, in welcher 
der Koeffieient a des höchsten Gliedes prim ist jbu p: 

m-<^&+'"%^o, (p), 

kann höchstens g na^ih p inkongruente Wurzeln besitzen. 

Beweis. Wenn q^ eine Wurzel der Kongruenz ist, so ist 

/■(Pi) = 0, (p) 
und 

m ^ A6) - f{9i) - (6 - Qi)fS) ^ 0, (p). 



6 



« 
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wo fi{i) vom Grad g — 1 ist. Sind nun (>i, q^ ... q^ lauter nach p 
inkongruente Wurzeln der Kongruenz^ so ist: 

Diese Kongruenz kann für eine ganze Zahl | nur befriedigt sein, 
wenn p in einem der ^r Paktoren aufgeht, d. h. wenn etwa 5 — (>^ = 0, (p) 
ist, und damit ist die Behauptung bewiesen. 



19. Frimitivzahlen nach einem PrimideaL 

Es möge a eine durch das Primideal p yom Grade f nicht teil- 
bare ganze Zahl sein, z. B. eine Zahl aus dem einfachsten vollständigen 
Rests jstem nach p, so muß es, wie eben gezeigt wurde, stets einen 
rationalen Teiler e der Zahl p^ — 1 geben, für welchen die Kongruenz 

«' ^ 1, (P) 
erfüllt ist. 

Wenn e der kleinste Exponent ist, für welchen diese Kongruenz 

gilt, so müssen die Zahlen 

a, a*, a^, ... a*~^ 

nach dem Modul p alle verschieden sein. 

Denn, wenn etwa für zwei verschiedene Zahlen e^ und e^ aus der 
Reihe 1, 2, ... p — 1 die Kongruenz: 

«*» = «*«, (p) 
bestünde, so müßte 

a^(a*i-^- 1) = 0, (p), 

oder weil a*« prim zu p ist 

o^i-^^l, (p) 

sein. Da aber der Exponent e^ — e^<,e ist, so widerspricht die 
Annahme der Voraussetzung. 

Wenn nun e der kleinste ganzzahlige Exponent ist, so daß 

«• ^ 1, (p), 
so soll künftig a zum Exponenten e gehörig heißen. 

Eine Zahl % des Körpers, welche zum Exponenten p^ — 1 gehört 
[welche also so beschaffen ist, daß e=j/— 1 der kleinste Exponent 
ist, für welchen die Kongruenz gilt: 

soll eine Primitlvzalil nach dem Primideal p heißen. Die Potenzen 

^, Ä*, x^j ... %^^~ ^ 
stellen dann lauter mod p verschiedene und zu p prime Zahlen des 
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Körpers, oder die sämtlichen zu p relativ primen Zahlen eines voll- 
ständigen Restsystems nach p dar. 

Damit diese Definition einen wirklichen Inhalt hat, ist noch 
nachzuweisen, daß es nach einem gegebenen beliebigen Primideal p 
stets auch Primitivzahlen gibt. Dieser Nachweis ist möglich, ja durch 
Verallgemeinerung eines von Gauß zuerst angewandten Beweis- 
verfahrens kann man sogar den folgenden allgemeineren Satz be- 
weisen: 

Satz. Wenn ^ ein rcdionaler l^tmfaktor der ganeen rationalen 
Zahl f/ — l ist und p ein Primideal vom Grade f hedetUety das in p 
aufgeht, so gibt es in einem vollständigen Bestsystem nach p stets (p(e) 
mm Exponenten e gehörige Zahlen, 

In diesem Satz hat q>{e) die in der Einleitung erklärte Bedeutung. 

Beweis. Man zeigt zunächst: wenn es eine Zahl a gibt, welche 
zum Exponenten e (also einem Teiler der Zahl p^—\) gehört, so 
gibt es mindestens ^{e), aber auch nicht mehr, nach dem Modul p 
inkongruente Zahlen des Körpers, welche ebenfalls zum Exponenten e 
gehören. 

In der Tat, ist r eine Zahl aus der Reihe 1, 2, ... e — 1 relativ 
prim zu e, so muß die Zahl a'' ebenfalls zum Exponenten e und kann 
zu keinem kleineren Exponenten als e gehören. Aus der Voraussetzung, 
daß a zum Exponenten e gehöre, folgt: («'*)* = 1, (p), denn es ist: 

* {c^y = a'-' = («•)'• = 1, (p). 

Da femer r prim zu e vorausgesetzt ist, so kann überdies die 
Kongruenz 

(«0- = 1, (p) 

für einen Exponenten e^ nur bestehen, wenn 

re^ = 0, (e) oder e^ = 0, (e) 

ist, d. h. wenn e^ durch e teilbar ist, also im äußersten Fall, wenn 
6j = e ist. Setzt man statt r diejenigen Zahlen f^^s} - * -^v ^^^ ^^^ Reihe 
1, 2. ... e — 1, welche zu e prim sind, so erhält man g){e) verschiedene 
zum Exponenten e gehörige Zahlen, indem schon gezeigt worden ist, 
daß die Potenzen a, «*,... a* alle mod (p) inkongruent sind. 

Außer diesen Zahlen gibt es aber keine weiteren zum Exponenten e 
gehörigen Zahlen. Jede derselben muß nämlich der Kongruenz: 

1« = 1, (p) 

genügen. Diese Kongruenz wird nun durch die e voneinander mod p 
verschiedenen ganzen Zahlen 
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befriedigt und kann, wie oben gezeigt^ außerdem keine tceitere Wnrzel 
besitzen; da sie nie mebr als e nach dem Modal p yerschiedene 
Wurzeln überhaupt besitzt. Diejenigen Potenzen er*, deren Exponenten 
8 mit e einen gemeinsamen Faktor e besitzen, gehören alsdann zum 

Exponenten - == e^ < e. 

Damit ist der erste Schritt zum Beweis des Satzes geschehen: 
wenn es eine Zahl a gibt, welche zu einem Teiler e Ton p^ — 1 ge- 
hört, so gibt es im ganzen ^(e), und nie mehr, zum Teiler p ge- 
hörige Zahlen. 

Nach dieser Hilfsbetrachtung beweist man die aufgestellte Be- 
hauptung Yollends leicht folgendermaßen: 

Von den p^—l inkongruenten Zahlen eines yoUs1»ndigen Rest- 
sjstems nach p muß jede Zahl zu einem ganz bestimmten Teiler von 
j/— 1 gehören. Wären nun t^, ^; . . . ^,„ alle Teiler von l/— 1, zu 
welchen, als Exponenten genommen, wirklich Zahlen gehören, so müßte 
die Beziehung bestehen: 

<Piti) + 9(<,) + • • • ^(y - n{v) - 1 =y- 1, 
da zu jedem Teiler t auch tp(i^ Zahlen gehören. Nun ist aber 

2^,{f) = n(p) - 1 

dann, und nur dann, wenn i aUe Teiler von n(p) — 1 durchlauft. Es 
kann also nicht einen Teiler geben, zu dem keine Zahl gehören würde, 
und insbesondere gibt es genau y(n(p) — 1) =■ g)(j/— 1) nach p in- 
kongruente Primitiyzahlen. 

Aus dem eben aufgestellten Satz folgt leicht eine Erweiterung 
eines von Wilson aufgestellten Satzes: 

Satz. Sind q^, q^ - - - q^ die inkongruenten Zahlen eines vöttr 
ständigen Bestsystems nach einem in 2 nicht aufgehenden Primideal p, 
so ist: 

Beweis. Sei n eine Primitivzabl nach p, so kann man setzen: 

Pi = 5r*S (P) 

wo e^j c„ ... e^ mit den Zahlen 1, 2, ... w(p) — 1, abgesehen von 
der Reihenfolge, übereinstimmen. Also ist 
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Weil nun % Primitiyzahl ist, so ist 

^ « = - 1, (p), 

und da femer n(p) ungerade ist, erhält man schliefilich: 

Pi •(>,... 9^ = - 1, (p). 

Aus dem Satz yon Wilson laßt sich eine Bedingung ableiten 
f&r die Lösbarkeit der Kongruenz: 

6* ^ - 1, (P), 

worin p zu (2) prim ist, oder man kann die Moduln p näher be- 
zeichnen, fKr welche diese Kongruenz durch eine ganze Zahl des 
Körpers lösbar ist. Wir gehen auf diese Frage näher ein. 

Die Kongruenz g' = — 1, (p) ist offenbar stets lösbar im Körper 

Ä? (y^ l), und von diesem Körper sei daher im folgenden abgesehen. 

p möge zunächst ein Primideal ersten Grades bezeichnen, so 

sind die Zahlen 

1, 2, ... 2}~1, 
oder 

ein volles System inkongruenter Zahlen. Dann ist 

Pi-9i--9,-(-l)^(l-2-3...^)* = (-l)V^« 
und folglich 

(-i)^,i«s-i, (p). 

Es stellt daher die Zahl /t eine Lösung der Kongruenz |'= — 1, (p) 
dann und nur dann vor, wenn die durch p teilbare rationale Prim- 
zahl j9 der Bedingung p = 1, (4) genügt. 

Falls p aber ein Primideal 2^^^^ Ghrades ist, so stellen nun die 
Zahlen r + so fOr 

zusammen mit den Zahlen 

P—^ P- 8 1 1 P — 1 

2 ' 2 ' ' ' 2 

und 

P — 1 p — 1 

— CJ, • • • CD 

2 ^ 2 

ein Tollständiges System inkongruenter Zahlen dar, und es ist: 

Pi • ft • • • 9, = (- l)^-*-'-'(l -2.3.. .*z:l)*a,P-i./7(r, + s,(o)», 
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wobei das Produkt JJ genommen ist für alle Kombinationen von r^ 
von 1 bis -^— nnd von s^ von — ^T^ bis +^-5- — Weil p un- 
gerade ist, so ist ^^"^ +|) — 1 = (|) — 1) (1 + ^"i— ) gerade, also 

die rechte Seite der letzten Gleichung das positive Quadrat einer 
ganzen Zahl des Körpers: 

und 

Pl (>2 ■ • • 9v == f** = - 1; (P)- 

Die Kongruenz 

$'^-1, (P) 
ist somit in einem beliebigen Körper stets lösbar für einen Primmodul 
p zweiten Ghndes. 
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Ein besonders wichtiger Fall der Kongruenzen mit unbestimmten 
Größen ist die Kongruenz ersten Grades oder die Ivnea/te Kongruenz: 

«5^/5, (i). 

Die wichtigste Frage, welche für eine solche Kongruenz zuerst zu 
entscheideil ist, lautet nun: Unter welcher Bedingung ist eine lineare 
Kongruenz durch eine ganze Zahl des Körpers lösba/r? 

1. Annahme. Das Ideal (a) und das Ideal \ seien prim zu- 
einander. Wenn alsdann statt ^ alle Zahlen q eines vollständigen 
Bestsystems nach j gesetzt werden: 

so müssen diese Zahlen wieder ein vollständiges Restsystem bilden. 

Wäre nämlich etwa 

^Qm = «?,'; 0) 
oder 

SO müßte 

9. - Qs' = 0; 0) 

sein, weil a nach Voraussetzung prim ist zu j, und dies widerspricht 
der Definition der Zahlen q. Die Zahl ß muß daher einer und kann 
nur einer der Zahlen aQ kongruent sein; wenn 

«9 = ß, (0 

ist, so ist ^ = Q eine Lösung der linearen Kongruenz, und zwar die 
einzig mögliche aus dem ganzen Bestsystem. Außer dieser genügt 
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aber jede Zahl q + gi + f(i^ + if(o) derselben Kongruenz^ wenn i und 
^1 +^sG) Normalbasiszalilen des Ideals j bezeichnen. 

Mit Benützung des Fermatschen Satzes kann man q noch näher 
angeben. Es ist ja^ nach der Voraussetzung über a und \: 

«*(i) ^ 1, (i), 

daher wird 
oder man kann 

setzen. 

Insbesondere gelten die bisherigen Resultate auch^ wenn a und j 
prim zueinander sind und ß eine Einheit (vergl. Nr. 22, S. 98) des 
Körpers bedeutet. 

Die Betrachtungen zur Lösung der speziellen linearen Kon- 
gruenzen stimmen überein mit den Betrachtungen für die Lösung 
von Kongruenzen mit rationalen ganzen Zahlen. Während aber hier 

die unbestimmte Gleichung 

ax + by ^ 1 

mit Hilfe einer Kettenbruchentwicklung gelöst werden kann, ist 
dies nicht mehr ftlr die allgemeineren linearen Kongruenzen der Fall 
da ja selbst für Zahlen eines quadratischen Körpers nicht mehr das 
Euklidische Teilerrerfahren allgemein gilt, auf dem im Gfrund jener 
Algorithmus beruht. 

2. Annahme. Es möge nun der allgemeinere Fall vorliegen, daß 
(a) und i den größten gemeinsamen (Ideal-) Teiler b besitzen. Dann 
kann die Kongruenz 

«I ^ ß, (J) 

aber offenbar nur lösbar sein, wenn der Teiler b auch in (jS) aufgeht. 
Denn wenn die Gleichung gilt: 

(«s - ^) = tj - tf b, • 

so ist 

«1-/9^-/3^0, (b). 

Ist aber die Bedingung ß = 0, (b) erfüllt, so ist die Kongruenz auch 
lösbar. 

In der Tat, schreibt man etwa i = i*b, femer (a) = ab und 
(/J) = bb, wo nun nach Voraussetzung a und j* prim zueinander sind, 
so kann man stets eine ganze Zahl d des Körpers von der Beschaffen- 
heit angeben, daß (ß) durch die erste, aber keine höhere Potenz von 

b teilbar ist und M^ = b^ prim ist zu j[ (die Richtigkeit dieser Be- 
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hanptimg wird in der analytischen Zahlentheorie streng bewiesen)^ in- 
dem man das Ideal b^^ diesen Bedingungen entsprechend wählen kann. 
Femer bestimme man aus dem Ideal b^ eine Zahl X, die prim ist zu j, 
was ja nach der Bestimmung von b^ möglich sein muß^ und setze nun: 

Alsdann sind die Zahlen cc^, ß^ ganze Zahlen des Körpers , luid 
wenn die Kongruenz ck| = /}^ (j) durch eine ganze Zahl des Körpers 
I » (> lösbar ist^ so ist auch die Kongruenz cc^^^ ß^j (\*) durch die- 
selbe Zahl befriedigt; und umgekehrt. 

Wenn nämlich zuerst die Kongruenz gut: 

ap = A (i); 

so ist nach der Bestimmung von A und d auch: 

XaQ = Xß, (j), 
oder 

folglich 

Umgekehrt; wenn a^g^ß^^ (j*) gilt, so ist auch dcc^g ^dß^y 0), 
oder laQ^ Xßy (j) und weil (^) prim ist zu j, schließlich: 

«p = A (0- 

Nun ist ja aber a^ prim zu j* also ist die Kongruenz 

wirklich durch eine ganze Zahl | = (> erfüllbar; und es hat auch die 
gegebene Kongruenz 

«I = ß, ö) 

die Zahl q als Lösung, wenn der größte gemeinsame Teiler von (a) 
und ] in (ß) aufgeht. 

Man kann q stets als eine Zahl wählen aus dem einfachsten 
vollständigen Restsystem nach j*, dann sind aUe Lösungen der ur- 
sprünglichen Kongruenz in der Formel inbegriffen: 

wo i*, *!*+ ?2*o die Basiszahlen des Ideals j* und g, f rationale ganze 
positive oder negative Zahlen bedeuten. Setzt man analog j « (i, ii+ 1, a>), 

so befinden sich unter den Zahlen | offenbar -^^^ oder n(b) nach 

dem Modul j inkongruente Zahlen, und man kann daher den zu- 
sammenfassenden Satz formulieren: 
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Satz. Eine lineare Kongruenz: 

«I ^ ß, (i) 

ist dann und nur dann durch eine ganze Zahl des Körpers lösbar, 
icenn der größte gemeinsame Teiler b des Ideals (a) und des Ideals ] 
aiu!h Teiler des Ideals (ß) ist, und zwar besitzt die Kongruenz alsdann 
genau n(b) inkongruente Lösungen. 

Dieser Satz gilt seiner ganzen Entwicklung nach auch dann^ wenn 
der Modul j eine ganze Zahl y des Körpers bezeichnet^ und zwar kann 
dann das Resultat auch so formuliert werden: Eine Diophantische 

Gleichung mit ganzen, dem Körper k (^m) angehörenden Koeffizienten 

«> ß, y' 

besitzt dann und nur dann (unendlich yiele) Lösungen, wenn der 
größte gemeinsame Idealteiler von (a) und (y) auch in (/)) aufgeht. 

Für manche Zwecke ist auch ein Satz über simultane Kongruenzen 
brauchbar, dessen ein&chster Fall folgendermaßen ausgesprochen 
werden kann: 

Satz. Wenn a^, a^ zwei Ideale bezeichnen, die prim zueinander sind, 
und wenn a^, cc^ irgend welche ganze Zahlen des Körpers sind, so gibt 
es stets eine ganze Zahl S des Körpers, für welche gleichzeitig die Kon- 
gruenzen gelten: 

Beweis. Die ganze Zahl p des Körpers genüge der Kongruenz 

5 = «i; (Oi), 

und es sei o^ » (a, a^ -f <h^)f dann sind alle Lösungen dieser Kon- 
gruenz in der linearen Form 

I = p + tfa + r(ai + fl^ac) 
enthalten, wo 6 und r ganze Zahlen des Körpers sind. Damit £ 
auch der zweiten Kongruenz genügt, hat man 6, z noch so zu 

wählen, daß 

Q + (ia + r(ai + a^(o) = «,, (o,) 
oder 

6a + x{a^ + a,©) = a^ — p, (o,) 

ausfällt Man setze nun 

und wähle A, B v^a ganze rationale Zahlen derart, daß 

Aa + B{a^+ a^fx)) ^ a^ 

prim zu (^ wird, was stets möglich ist, da a^ eine Zahl aus o^ ist und 
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^i; ^ prim zueinander sein sollen. Alsdann ist aber ^^ bestimmbar, 
so daß die Kongruenz 

«l*Sl = «8 - P> (O2) 

erfüllt ist, und nun ergeben 6, x den gesuchten Wert für |. 
Auf die Form 

6 = «n W; 5 = «27 (^) 
läßt sich auch das (scheinbar allgemeinere) simultane System 

zurückführen. Falls x^ prim zu a^ und x, prim zu o^ ist, braucht 
man dazu nur die Kongruenzen mit ^^^^O-"^ resp. mit tl^^^^^ zu 
multiplizieren. Leicht ergeben sich auch die notwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen für die Lösbarkeit der simultanen Kon- 
gruenzen, wenn x^ und o^ einerseits und x, und (^ andererseits nicht 
mehr prim zueinander sein sollten. 

Als fernere Anwendung des Satzes über die Primitiyzahlen soll 
schließlich noch ein Ejriterium für die Lösbarkeit einer Kongruenz 
zweiten Grades entwickelt werden. 
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Die allgemeinste Kongruenz 2^*^ Grades nach dem Modul p ist 

von der Form: 

a6« + 2£^g + a, = 0, (p), (1) 

in der die drei Koeffizienten a, a^y a, beliebige ganze Zahlen des 
Körpers sind. Wenn a, a^, a^ zu p prim sind^ so besitzt eine solche 
Kongruenz eine Wurzel, falls die Kongruenz 

a(ag« + 2«ig + a,) = 0, (p) 

lösbar ist, und umgekehrt. Nun kann man aber diese letzte Kon- 
gruenz schreiben: 

(a| + «,)» + «a, - V s 0, (p), 

und die Frage, ob die Kongruenz (1) in ganzen Zahlen des Körpers 

ä(i/w) lösbar ist, ist identisch mit der Frage, ob die miteinander 

verknüpften Kongruenzen 

<y« + a* = 0, (p) (2a) 

und 

ag + «, = (j, (p) (2b) 

lösbar sind. Die letztere lineare Kongruenz läßt sich stets befriedigen, 
wenn 6 bekannt ist, es bleibt also nur die Lösbarkeit der Kongruenz 
(2 a) zu entscheiden. 
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Ist a oder a^ durch p teilbar^ so reduziert sich die Kongruenz (1) 
auf eine Kongruenz ersten Grades. Wenn andererseits cl^ durch p 
teilbar ist^ so reduziert sich die allgemeine Kongruenz auf: 

a|> + «, ^ 0, (p), (3) 

und diese Kongruenz ist dann, und sicher dann lösbar, wenn 

an(w-s(«|« + «^) = 0, (p) (4) 

lösbar ist, da a und folglich auch «"(P)-* zu p prim sind. Wegen 

des Satzes von Fermat für Ideale kann aber statt der Kongruenz (4) 

auch geschrieben werden: 

I' + a* ^ 0, (p), 

und die Frage nach der Lösbarkeit einer Kongruenz zweiten Grades 
kommt daher immer zurück entweder auf die Frage nach der Lös- 
barkeit einer Kongruenz ersten Grades im speziellen FaU, oder einer 
reinen Kongruenz zweiten Grades von der Form: 

I« - a s 0, (p). 

Es braucht daher nur diese Kongruenz untersucht zu werden und 
wir beginnen mit dem Fall, daß der Primmodul p nicht aufgeht im 
Ideal (2). 

Die Kongruenz ist durch S = lösbar und besitzt überhaupt 
nur eine doppelt zählende Lösung, wenn a = 0, (p) ist, somit bleibt 
nur der Fall übrig, daß (a) prim ist zu p. 

Ist nun % eine Primitivzahl nach p, so gibt es einen ganzzahligen 
positiven Exponenten a von Aßr Eigenschaft, daß 

« = ^, (P) 
ist. Aus diesem Ansatz ersieht man, daß die gegebene Kongruenz 
dann lösbar sein muß, wenn a eine gerade Zahl ist, und hierfür ist 
die notwendige und hinreichende Bedingung, daß 

n(»)-l n»)~l 

a « ^{n-) ^ ^ + 1, (p) 

ausfällt, wie nun gezeigt werden soll. 

Satz. Die quadraUsche Kongruenz 5* = «, (p), nach einem Prim" 
Tnodul p, welcher nicht in 2 aufgeht^ ist für ein a, das prim ist m p, 
dann und nur dann durch zwei inkongruente ganze Zahien des Körpers 

Jc{ym) lösbar, wenn 

w(p)-l 

a ^ ^+1, (P) 
ausfällt 

Wenn eine Kongruenz |* = a, (p) unter der Voraussetzung, daß 

p nicht in a aufgeht, lösbar ist, so sagt man auch, a ist quadratischer 
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Best nach p^ im entgegengesetzten Fall heißt a quadratischer Nichlr- 
rest nach p. Im ersten Fall soll gesetzt werden 

im zweiten Fall 

(f)->- 

Nach dem verallgemeinerten Satze von Fermat gilt nun für 
eine durch p nicht teilbare Zahl a: 

«•(»»-1 = 1^ (p) 

oder 

a«(W-i_l=0, (p). 

Zerlegt man die linke Seite dieser Kongruenz in die beiden Faktoren 
a ^ + 1 und a ^ — 1 und berücksichtigt, daß ein gemeinsamer 

n(p)-l 

Idealteiler dieser beiden Faktoren auch in 2 a ^ und somit in 2 
aufgehen müßte^ so folgt^ daß für einen in 2 nicht aufgehenden Mo- 
dul p eine und nur eine der beiden Kongruenzen: 

nip)-! 

oder 

n(»)--l 

a « ^-1, (P) 
erfüllt sein kann. 

Falls die erste dieser Kongruenzen erfüllt ist^ so gilt unter Be- 
nutzung des Ausdrucks a^x^, (p) : 

a « ^(«-) « ^l,(p), . 

es muß a gerade^ sein^ und es ist (y) "^ ^* Falls aber die zweite 
Kongruenz erfQUt ist, so ist: 

also a sicher ungerade, und daher (— ] = — 1. 

Wir haben damit eine notwendige Ergänzung des Satzes und 
man kann also sagen: 

Ist p ein nicht in 2 aufgehendes Primideal und a eine durch 

p nicht teilbare ganze Zahl des Körpers X;(l/m), so ist a quadra- 
tischer Best oder Nichtrest nach p, je nachdem 
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n(»)-l 

« ' =±1, (P) 

ist. Oder es gilt stets die KoDgraenz 

in welcher die Einzelfalle zusammengefaßt sind. 

Ans dem Satz über die Existenz yon Primitivzahlen nach p 
nnd der Tatsache, daß die »(p) — 1 Potenzen ä, ä*, , . . einer Primitiv- 
zahl ein volles Bestsjstem inkongruenter Zahlen nach p darstellen, 
folgt die weitere Behauptung: 

Satz. ^ooA einem nickt in (2) aufgehenden Primideal p gibt es 

7~ inkongruente quadratische Beste und gleichmde NicMreste. 

Satz. Sind a und ß zwei durch das Primideal p nicht teilbare 
ganze Zahlen des Körpers Ä;(l/m), so ist: 

(V) - (7) (f )• 

Beweis. Es ist 



also 



daher folgt: 



(^)(|)=(.«-^»(V'),w, 



(f) (f ) - (VO- 

wie es der Satz behauptet. 

Der bisher ausgeschlossene Fall, daß p ein in 2 aufgehendes 
Primideal ist, erledigt sich leicht direkt. 

Zerfällt nämlich im Körper k (Ym) das Ideal (2) in p - p\ so ist 
n(p) » 2, 9(p) »" 1; und da a prim zu (2) ist, so ist es auch 
quadratischer Rest nach p, weil alsdann stets 

ist. Falls aber (2) selbst Primideal ist, nämlich für den Fall m = 5, (8), 
so sind die nach p ^ (2) inkongruenten Zahlen des Körpers: 1, o, 
1 -f (D, und es ist a wiederum stets quadratischer Best nach p, weil 
die quadratische Kongruenz für a = 1, cd, 1 + (o lösbar ist, wie 
man durch direkte Berechnung der Wurzeln erkennt. 

Das Sjmbol [y)} welches also für ein in 2 nicht aufgehendes 
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Primideal p, und wenn a prim zu p ist, nur der beiden Werte + 1 oder 
— 1 fähig ist, je nach dem Restcharakter Yon a nach py soll auch jetzt 
wieder das Legendresche Symbol heißen, weil es nur die Erweiterung 
des früher eingeführten Symbols auf Ideale und algebraische Zahlen ist. 
Sucht man nun die bisherigen Betrachtungen zu erweitem, indem 
man eine quadratische Kongruenz 

|«-asO, (0) 

□ach einem beliebigen Modul a zngnmde legt, so stößt man zunächst 
anf die Frage, die hier allein behandelt werden soll: nnter welcher 
Bedingung ist eine quadratische Kongruenz 

nach der Ä*^ Potenz eines Primideals p lösbar, wenn a prim ist zu ))? 

Es sind wieder zwei Fälle zu unterscheiden: 1.) I' ist prim zur 
Zahl 2 und 2.) p geht in der Zahl 2 auf. 

Im ersten Fall sieht man sofort ein, daß die Kongruenz jeden- 
falls nur dann lösbar sein kam., wemi schon die Kongruenz 

eine Lösung besitzt, also wenn (~\ = + 1 ist. 

Ist aber diese Bedingung erfüllt, und bezeichnet X eine beliebige 
Lösung dieser letzteren Kongruenz, wobei also X ebenfalls prim ist 
zu p, so sind unendlich viele Lösungen der Kongruenz in der Form: 

enthalten, wenn q alle Zahlen des Körpers durchläuft. Unter den 
Zahlen X+pg muß aber wiederum eine Wurzel der Kongruenz 

falls eine solche existiert, Yorhanden sein. 

Wir setzen nun zunächst Jk « 2 und nehmen an, daß p nicht 
durch p^ teilbar ist, dann hat man noch den Wert q derart zu be- 
stimmen, daß 

iX+pQy^a^O,{p') 

wird. Da p^ = 0, (p*) ist, so muß danach q der Kongruenz 

2pXQ + X^-a = 0, (p«) 

entsprechend bestimmt werden. 

Wäre nun A' — a selbst durch p* teilbar, so brauchte man nur 
() = 0, (p) zu setzen, um eine Lösung der Kongruenz zu haben. 

Wird dieser Fall ausgeschlossen, so ist nun zu entscheiden, ob q 
als ganze Zahl des Körpers so gewählt werden kann, daß die lineare 
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Eongmenz 2|>Ap + X* — a = 0, (p*) erfüllt ist. Aus dem allgemeineii 
Satz über die Lösung linearer Kongruenzen folgt aber^ daß dies der 
Fall isty wenn der größte gemeinsame Faktor von 2pk und p', in 
unserm Fall also das Primideal p in k^ — a ebenfalls als Faktor ent- 
halten ist, was ja zutrifft. 

Ist nun Q der letzten linearen Kongruenz entsprechend bestimmt, 
80 stellt der Ausdruck S » A +|}p jetzt eine Lösung der Kongruenz 

dar. Man sieht leicht, daß man durch ganz analoge Schlüsse wieder 
zeigen kann, daß dann auch die Kongruenz 

I» ^ «, (P») 

eine Lösung besitzt, und erhält schließlich nach weiterer Verallgemeine- 
rung den Satz: 

Satz* Ist p ein zu (2) relativ prinies Primidedl des Körpers k {Ym) , 
das nicht in der Diskriminante des Körpers aufgeht, und ist a eine 
durch p nicht teilbare ganze Zahl des Körpers, so besitzt eine Kongruenz 

I» = «, m 

Lösungen oder nicht, je nachdem i—\ = + 1 oder i^\ « — 1 ausfällt 

Wenn p^ in der rationalen Primzahl p aufgeht, d. h. wenn p 
ein Teiler der Diskriminante ist, so müssen die Untersuchungen nach 
der Lösbarkeit der allgemeinen Kongruenz etwas modifiziert werden. 
Es ist leicht einzusehen, daß dann die Kongruenz 

für einen beliebigen Exponenten k stets und nur lösbar ist, wenn auch 
die Konimienz 

Lösungen besitzt. 

Der bisher ausgeschlossene Fall, daß p in der Zahl 2 aufgeht, 
läßt sich in ganz ähnlicher Weise wie der yorige Fall erledigen und 
liefert folgenden Satz: 

Satz. Ist p ein in 2 aufgehendes Primideal des Körpers k (V^) 
und ist a eine zu p relativ prime ganze Zahl des Körpers, so hat die 
Kongruenz g» - « = 0, (p*) 

dann und nur dann für jedefi Exponenten k eine Lösung, wenn 

V-a^O, (p«) (I) 

eine Lösung besitzt, faUs p ein Primideal ersten Grades ist, und wenn 

^^«^^ i'-a^O, (p») (H) 

eine Lösung besitzt, falls p ein Primideal zweiten Grades ist, 

Sommer, Zahlentheorie. 7 
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Auch die Frage, fiir welche Werte von a die Kongruenzen (I) 
resp. (II) lösbar sind, läßt sich leicht durch eine Diskussion aller 
möglichen einzelnen FäUe entscheiden; man findet, daß für die beiden 
FäUe a = 1, (p*) resp. a = 1, (8) sein muß. Beidemal erhält man 
vier inkongruente Lösungen ± 1 und ±_ 3. 

Wenn auch an dieser Stelle noch die Mittel zur Berechnung des 

Symbols ( — j fehlen, so kann dem Leser doch nicht dringend genug 

empfohlen werden, alle bisher entwickelten Begriffe und Sätze sich 

dadurch ganz klar zu machen, daß er spezielle Körper: k(y— l), 

Je ()/— 2), k{Y2) usw. nach den angegebenen Methoden ausführlich 
zahlenmäßig behandelt und von allen etwa möglichen Vereinfachungen 
der Theorie sich Rechenschaft gibt. 



22. Einheiten des quadratischen Zahlkörpers. 

Unter den ganzen Zahlen eines Zahlkörpers verdienen ein be- 
sonderes Interesse die ^^Einlieitenf^ des Körpers. Man versteht darunter 
jede ganze Zahl des Körpers^ welche in ± 1 aufgeht oder, was das- 
selbe aussagt, jede ganze Zahl, deren Norm gleich ± 1 ist. 

Die Aufgabe, welche sich im Anschluß an diese Definition so^ 
fort auf diungt, besteht darin, die eventuelle Existenz solcher von ± 1 
verschiedenen Einheiten nachzuweisen, und dies gelingt sehr leicht 
anf Grund des Minkowskischen Satzes, wie nun gezeigt werden soll. 

1. Satz. In einem beliebigen imaginären Zaidkörper sind ± 1 die 

einzigen Einheiten^ außerdem existieren in dem Körper k {}/— l) ais 
weitere Einheiten noch ± ]/— 1 und in dem Körper k (V—S) die Einheiten 

^ 2 

Beweis. Betrachten wir zuerst den Körper ä(}/— 1), so ist in 

diesem eine ganze Zahl x + V — 1 y dann eine Einheit, wenn ihre 
Norm gleich ± 1 ist, d. h. wenn die Gleichung besteht: 



w(a: + V- 1 y) = rr» + y* - ± 1. 

Die Gleichung 

a:* + y^ = -l 

ist offenbar für kein reelles x und kein reelles y zu befriedigen, da- 
gegen ist die Gleichung 

x^ + y^-l 

befriedigt für jedes der 4 Wertesysteme 
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1. X ^ 1, y = 

2. X 1, y - 

3. a; = 0, y = 1 

4. x=^0, y = — 1 
und offenbar nur für diese. Es sind also 

+ 1, -1, +y=^, -v=i. 

die einzigen Einheiten des Körpers. Sie sind die Quadratwurzeln 
aus ± If und man pflegt darum diese Einheiten als Einheitswuizeln 
zu bezeichnen. 

Ferner ist im Körper k \Y— 3) eine ganze Zahl 

^ + -^ — y 

dann eine Einheit des Körpers^ weiln wieder: 



n(x + ^ + ^~" y) = (a; + ly)* + iy* = ± l 

ist; wo aber ähnlich wie vorhin nur die Gleichung in Betracht kommen 
kann: 

oder 

x^ + xy + y^ ^ + 1. 

Diese Gleichung kann nur durch die folgenden Wertesysteme be- 
friedigt werden: 

1. x=l, y = 

2. X 1, y = 

3. x^ly y = — 1 

4. rc = — 1, y = 1 

5. ic = 0, y =« 1 

6. a; = 0, y = — 1 ^ 

diese Wertesysteme ergeben alsdann die folgenden Zahlen des 
Körpers Je ()/— 3) als Einheiten: 



±1, ±o = ±— ^^- , ±(o^± 1 ; 

aUe diese Zahlen sind dritte Einheitswurzeln. 

Für jeden andern beliebigen imaginären Körper Ä;()/m) ist eine 

ganze Zahl von der Form 

X +Vmy, falls w ^ 1, (4), 
oder 
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X + ^2^y, fiül8 m = 1, (4) ißt, 

Einheit des Eorpen, wenn x^ y der Gleichung 

z* — my* = ± 1 
resp. 

genfigen. Setzen wir m^ — 'm',, wo nnn • m eine positire Zahl 
bedeutet, so müßten also x und y der Gleichung 

reep. 

genügen. 

Diese Gleichungen sind beide nur für das + Zeichen auf der 
rechten Seite losbar, und da im ersten Fall | m | ^ 2, im zweiten 
Fall I m { ^ 7 zu nehmen ist, so ergeben sich als einzige Möglich- 
keiten für die Lösung: 

a: = + l, y = 0, 

rr — — 1, y — 0, 

denn für | y | ^ 1 wird die linke Seite der Gleichung unter allen Um- 
standen, d. h. für alle reellen x größer als 1. Es sind also ± 1 die 
einzigen Einheiten des allgemeinen imaginären Körpers. 

2. Satz. In jedem reellen Zahlkörper h ("/w) existieren unendlich 
viele Einlieiien verschieden von ± 1, und unter denselben gibt es eine 
Grundeinheit s derart, daß | £ { > 1 ist und daß jede Einheit des 
Körpers sich in der Form ± ^ darstellen läßt, wo e irgend einen posi- 
tiven oder negativen ganzen rationalen Exponenten bedeutet 

Der Beweis dieses Satzes zerlegt sich in zwei Teile: 1. in den 

Nachweis, daß in jedem Körper A;()/m) Einheiten existieren, die von 
± 1 verschieden sind; 2. in den Nachweis der Grundeinheit b mit 
der im Satze bezeichneteu Eigenschaft. 

Der erste Teil dieses Beweises ist identisch mit dem Nachweis, 
daß die Gleichung 

x^ — wy* = ± 1 , (wenn m ^ 1, (4)) (1) 

bezw. 

(^ + yy)" - 4 y* - ± 1» (wenn m ^ 1, (4)) (2) 

wenigstens für das + Zeichen der rechten Seite durch rationale ganz- 
zahlige Werte von x und y lösbar ist, für jedes ganzzahlige positive m. 
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\ 



d sei die Diskriminaiite des Körpers und a, o) bezeichnen wie 

immer die Zahlen +ym, falls m ^ 1, (4) und '^ , falls w = 1, 

(4) ist. Dann sind: 

f^x — foy (3) 



f^x — © y, 



(4) 



zwei lineare homogene Formen mit reellen Koeffizienten und der 
reellen positiven Determinante 

1 — (D 



femer ist 



1 -©' 



= o — o' — j/rf, 



/*/*'= x^ — my^y oder x^ + xy -\ . — y*, 



je nachdem m ^ 1, (4) oder m = 1, (4) vorausgesetzt wiri 

Stellen x^ x^ irgend zwei beliebige positive reelle Zahlen vor, 

deren Produkt ^d ist^ so lassen sich zwei ganze rationale Zahlen 
Xy y, die nicht beide gleich Null sind^ angeben^ für welche 

\f\^\x — (oy\'^7c (5) 

iri = |^-a,V|^x, (6) 

ausfallt. 

Man bestimme nun zwei ganzzahlige von NuU verschiedene 
Werte x^y y^ so, daß für irgend eine positive Zahl x und das ent- 
sprechende Xj, z. B. für X = 1, Xj =l/5, 

I ^1 - c^yi I ^ «; kl — o^Vi I < ^ 
wird und setze alsdann: 

Sodann bestimme man 2:2; y% ^ rationale ganze Zahlen so, daß 



^2 — »y» 



< 



2 

2|/d 



I ^8 — ® ^2 I ^ 

und setze 

«2 = ^2 — ^y^y 

so sind x^j y^ von a^i, y^ und «^ von Oj verschieden. In der an- 
gefangenen Weise fahre man fort, bilde also eine Reihe von Zahlen 

«1; «27 «8; • • • W 

derari^ daß 



dann stellen die Ideale 



«1 > 1^ > «8 



'y 



(8) 
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(«1)7 («2); («s) • • • 

eine unendliche Anzahl von Idealen dar^ deren Nonnen absolut ge* 

nommen alle kleiner sind als Yd. Es ist indessen früher bewiesen 
worden^ daß es immer nur eine endliche Anzahl Ideale geben kann, 
deren Normen kleiner sind als eine endliche Zahl. Daher muß es in 
der unendlichen Reihe unendlich oft vorkommen, daß zwei Ideale ein- 
ander gleich sind. 
Ist nun etwa 

(«1) = M> 
>hi "^ ^ "^ 

Körpers, also 



so muß sowohl ^ als auch — eine ganze (nickt rationale) Zahl des 



«1 = ^r^r 



sein, wo b^ eine von ± 1 verschiedene Einheit ist. Da für die abso- 
luten Beträge der Zahlen a die Ungleichung | c<^i | > | ^r I besteht, so 
muß notwendig | «^ | > 1 sein. 

In einem reellen Körper ist übrigens für eine ganze Zahl e^ der 
absolute Betrag | b^ \ nur gleich 1, wenn £^ == ± 1 ist. Denn ist all- 
gemein I a I = I a' I oder \x + (oy\^\x -\- (oy \ , dann muß notwendig 
y = oder a = ± a' sein. 

Mit diesem Schluß ist nun zugleich gezeigt, daß die Gleichung 

(X? — my^ = 1 resp. iX? ■\' xy -\ — y^ = 1, welche den Namen PeVr 

sehe GUichv/ng^) trägt, stets eine ganzzahlige Lösung besitzt. Die 
bisherigen Entwicklungen lassen aber nicht erkennen, ob auch die 

Gleichungen a? — my^ = — 1 resp. (x? -\- xy -\ ^ — y* «= — - 1 stets 

ganzzahlige rationale Lösungen besitzen. Nach später zu entwickeln- 



1) Üher die hist. Entwicklung bis zu Jacobi und Dirichlet vergl. man 
A. Konen, Geschichte der Gleichung t* — Z)u* = l. Leipzig 1901. Die Auf- 
gabe selbst, ganzzahlige rationale Lösungen der Gleichung l = x^ — my* zu 
bestimmen, ist sehr alt, in d^r neueren Zeit ist dieselbe zuerst von Fermat 
wieder gestellt und wahrscheinlich auch gelöst worden, nachdem die früheren 
Untersuchungen der Aufgabe vergessen waren (i. J. 1667, Fermat an Frenicle), 
8. Oeuvres de Fermat, t. 11, p. 833. 

Auf die scharfsinnige Behandlung der Aufgabe von Gaufi, Disq. arithm. Y, 
Art. 198 — 200 und 201, 202 möchte ich aber doch hier noch extra verweisen. 

Über die numerische Behandlung der Feilschen Gleichung mit Hilfe von 
Eettenbrüchen (nach Lagrange) vergl. man Legendre, Zahlentheorie, Bd. I, 
p. 49 fp. (§ 5, 6) und ferner H. Schubert, Auslese aus meiner Unterrichts- und 
Yorlesungspraxis, Bd. ü, Leipzig 1906, S. 160 ff. 
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den Sätzen lassen sich leicht unendlich viele Zahlen m bezeichnen^ für 
welche die letzten Oleichnngen sicher nicht durch ganze rationale Werte 
X, y lösbar sind. (Vergl. Nr. 24, 1, S. 113.) Dagegen ist bis heute nur 
in speziellen Fällen die Frage entschieden, nach denjenigen Werten 
von m für welche auch jene Gleichungen notwendig durch rationale 
ganze Zahlen x, y befiriedigt werden können. (Vergl. Nr. 23 und 32.) 

Nachdem nun aber nachgewiesen ist, daß in einem reellen Körper 
jedenfalls Einheiten existieren, die von ± 1 verschieden sind, sieht 
man leicht, daß die sämtlichen Potenzen mit ganzzahligen positiven 
oder negativen Exponenten von einer solchen Einheit e^ unendlich 
viele von s^ tmd unter sich verschiedene Einheiten liefern. 

Wenn nämlich s irgend eine Einheit ist, so gilt auch für irgend 
welchen ganzzahligen Exponenten a die Gleichung: 

n(6«) = («(£))« = (± 1)«, 

also ist auch t^ eine Einheit. Ist femer a^ irgend eine von a ver- 
schiedene ganze Zahl, dann sind auch €^ und s^^ verschieden, denn 
für I « I ^ 1 und a>a^>0 ist: 



f« 



^ 



««» 



:« : < I £«i 



und für a < a^ < ist: 

> 

Es müssen also a^ und t^^ voneinander verschieden ausfallen, ihr 
Quotient kann nicht ± 1 sein. Wenn man nun £* = w + ^o setzt, 
so ist rc = w, y = V eine Lösung der Gleichung (1) bezw. (2) für das 
+ oder — Zeichen der rechten Seite. 

Zu jeder Einheit £, deren absoluter Betrag kleiner ist als 1, 



> 1 ausfällt. 



iribt es eine andere Einheit — für welche I - 

® SS 

Vorausgesetzt, daß die Gleichung 

x^ — my^ = — 1 , resp. a^ + xy -\ j — t/^ = — 1 

eine Lösung besitzt, d. h. wenn es im Körper Ä;(]/w) eine Einheit e^ 
gibt, für welche w(f,) = — 1 ist, so liefern die ungeraden Potenzen 
derselben: £,*, f/ . . . unendlich viele weitere Lösungen dieser selben 
Gleichung, weil w(«/'* + ^) = — 1 ausfällt. Die geraden Potenzen 
dieser Einheit £,, nämlich £,*, £,*..., liefern dagegen unendlich viele 
verschiedene Lösungen der Gleichung 

rc* — wy*«+l, resp. x^ + xy + -^^ y^ -= + 1, 
weil stets n{t^'^) =» + 1 ist. 



1 
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Die Einheiten, deren absolnte Beträge > 1 sind, kann man nach 
der Größe dieser absoluten Beträge ordnen. Denn sind etwa rj^ nnd 
1^2 irgend zwei Einheiten der verlangten Art, für welche 

ist, so kann nur eine der beiden Ungleichungen 

' ^1 1 ^ i ^j I 

gelten, da die Gleichung | i?i 1 »^ | % | nur erfüllt ist für i^i = ± ly,, 
wobei dann die beiden Einheiten nicht wesentlich yerschieden wären. 

Dieselbe Bemerkung, mit einer wesentlichen Er^nzung kann 
man auch direkt beweisen, durch Betrachtung der Gleichungen (1) 
resp. (2), welche zur Bestimmung der Einheiten dienen. Bedeuten 
nämlich o;^, y^ und rCj, y^ zwei positive rationale ganzzahlige Werte- 
paare, welche beide entweder der Gleichung a^ — my^ ■=■ + 1 oder 
der Gleichung rc* — my* = — 1 genügen, so ist mit y^ ^ y^ auch 
^1 > ^2 nnd mit y^ < y^ gleichzeitig r^ < a?2 . Wenn femer die Glei- 
chungen gelten x^* — my^ = + 1 und x^ — my^ = — 1 , so ist analog 
für yi^y^ gleichzeitig x^ > rr, und fElr y^ < y, auch x^<ix^. 

Es bezeichne nun für den Fall m ^ 1, (4) der Ausdruck i?< = ± ^ 

= a?|-f y^f/w eine Einheit des Körpers Ä^/m), mit positivem x^y 
x^>Of so ist sicher nur dann |iy^|>l, falls auch y^ positiv ist. 

Wenn nun rii^ x^ + y^Ym und ^j = ^2 + Vi V^ ^swei Einheiten 

dieser Art sind, so ist für y^ > y^ auch ! 17^ 1> 1 ^2 I ^^^ umgekehrt. 

Dasselbe Resultat erhält man für den zweiten Fall: m = 1, (4), 

wenn man die Einheit ri^ in der Form i?< == (a^< + y) + ^V^ 

schreibt und in der vorausgehenden Überlegung einfach x.-\--^ 
statt Xi setzt. 

Indem man daher die Lösungswerte der Gleichungen 

x^ — my^ = ± 1 resp. s(^ + xy + - — — y* = ± 1 

für das obere und falls es möglich ist für das untere Vorzeichen der 
rechten Seite bestimmt und die dadurch sich ergebenden Einheiten 7]^ 
mit der Bedingung | ij/ > 1 und positivem y,. nach der Größe der 
positiven Zahlen y^ ordnet, erhält man die absoluten Beträge der 
Einheiten selbst der Größe nach geordnet: | f 1 <.-.<, i?i i < 1 1?2 1 .. • 
Wenn in dieser Reihe der absoluten Beträge aller Einheiten | e \ 
die kleinste Zahl bezeichnet, wo e von jetzt ab eine, abgesehen vom 



8 
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Faktor — 1^ ganz bestimmte Einheit des Körpers bedeutet^ dann stdlt 
B eine Grundeinheit des Körpers dar. 

In der Tat, y ersteht man unter t^ wieder eine beliebige Einheit 
des Körpers und ist zunächst |i;| > 1^ so läßt sich eine ganze posi- 
tive Zahl e so finden^ daß 

also 

1< 

ist. Da aber -- auch eine Einheit des Körpers sein muß und da keine 

Einheit ezistierfc^ deren absoluter Betrag zwischen 1 und | s \ ge- 
legen ist^ so kann allein die Gleichung gelten: 

'-^!-l 
d. h. es wird 

und auf genau dieselbe Weise zeigt man^ daß eine Einheit^ deren 
absoluter Betrag kleiner als 1 ist, gleich ± -— gein muß Es ist 

also gezeigt, daß alle Einheiten des Körpers h (Ym) sich in der Form 

fQr alle ganzen rationalen Zahlen e darstellen lassen.^) 

Falls der Körper überhaupt Einheiten mit der Norm — 1 enthält, 
so muß insbesondere auch die Grundeinheit £ eine negative Norm, 
»(«) « — 1 haben, denn wenn r^ eine Einheit mit positiver Norm 
bezeichnet, so gilt für alle Potenzen mit ganzzahligen Exponenten e 
stets die Gleichung n(± rf) = + 1. Schreibt man jetzt a =^ x -\- ym 

und setzt y positiv voraus, so sind y und x resp. y und ^ + -f- die 

kleinsten positiven Lösungswerte der Gleichung ic* — w^ = ± 1 resp. 

3^ + xy '\ . — — + 1 und zwar für das + oder — Zeichen der rechten 

Seite, wenn n{B) — 4-1 oder n{B) « — 1 ist. Es genügen daher zur 
Bestimmung der Grundeinheit eine endliche Anzahl Rechenoperationen, 
da man die nötigen Lösungswerte der Gleichung (1) resp. (2) ev. 
durch Versuche oder durch die Methode der Kettenbruchentwicklung 
bestimmen kann. Ist von vornherein noch nicht sicher, ob die Norm 

1) Disqnis. arithxnet. V, 200. 
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der Grundeinheit — 1 ist^ d. h. ob es eine ganzzahlige rationale Lö- 
sung der Gleichung: 

oc^ — my^ = — 1, resp a^ + xy -{ — ^ — y* = — 1, 

gibt^ so kann man z. B. folgendermaßen verfahren: man berechne zu- 
nächst die Einheit rj, mit der Norm + 1 und der Bedingung | iy | > 1 
derart; daß | rj \ den kleinsten Wert aller absoluten Beträge der Ein- 
heiten von derselben Art besitzt^ durch die Bestimmung der absolut 
kleinsten Lösung der Gleichung: 

x^ — my^ =- + 1, resp. o(? + xy -\ ^- y» = + 1, 

und untersuche, ob die Gleichung iy = ± «' ==» ± (rr + yco)* für ganz- 
zahlige X, y auflösbar ist oder nicht. Je nachdem ist dann £ oder i/ 
selbst die Grundeinheit. 

Zusammenfassend kaun man jetzt die Sätze über die Einheiten 
so aussprechen: 

In einem quadratischen Zahlkörper lassen sich aUe Einheiten auf 
eine und nur eine Weise durch eine Grundeinheit s in der Form: 

darstellen, wo q eine dem Körper angehörige Einheitswureel ev. ± 1 
bedeutet und wo s = + 1 ist für die imaginären Körper und s ver- 
sdiiedefi von 1 für die reellen Körper, 

1. Beispiel. Für den Körper k{Y3) ist £ = 2 +)/3 eine Grund- 
einheit, denn die Gleichung 

a;ä» - 3y8 = ± 1 

ist nur für das obere Zeichen lösbar, und es ergeben sich x^2, y»l 
als die absolut kleinsten Lösungs werte dieser Gleichung; weitere Ein- 
heiten des Körpers sind: 

rj^=^s^^l + 4t/3, r^g = £« = 26 + 15t/3 usw. 
ferner: . 

,' = A = 2->/3, 

a'2 = 7-4^3, £'»-26-15i/3 usw. 
Für alle Einheiten des Körpers ist die Norm -f !• 

2. Beispiel, k{yn). Die absolut genommen kleinste ganz- 
zahlige Lösung der Gleichung ic* — 14 y* «» 4- 1 ist a; = 15, y = 4, 

und daher ist , 

£ = 15 + 4i/l4 

die Grundeinheit des Körpers, weil die Gleichung x^ — 14y* = — 1 
nicht lösbar ist. Weitere Einheiten sind z. B.: 
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«* = 449 + 120 yli, «» = 13455 + 3596 >'14 

«' = -=15-4114 

«'t = 449 _ 120 >^14, «'» = 13455 - 3596 i/l4. 

3. Beispiel^ i'(>^)- Die kleinste ganzzahlige Losung der Glei- 
chnng a^ + xy — y* = — 1 ist x = 0, y = 1, also wird 

« « o und n(e) «= — 1 
£» = 1 + a>, n(£«) = + 1 
«»- 1 + 2(D, n(£») 1, 



femer ist 



1 
e = — =» CD. 



An einer andern Stelle ergibt sich übrigens f&r den Fall fn = l, (4) 

1 — ni 

die Tatsache^ daß die Gleichungen x^ + xy -] - y' = ± 1 und 

Xj^ — niyi =* ± 1 für das + ev. — Zeichen immer gleichzeitig lösbar 
sind (vei^l. Nr. 33). 
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Satz.^) Jede ganze oder gerochene Zahl a des Körpers *(}/»»), 
deren Norm gleich + 1 ist, läßt sich als Quotient zweier ganzer zu- 
einander konjugierten Zahlen des Körpers in der Form -^ datsteUen. 

Beweis. Für eine ganze oder gebrochene Zahl u des Körpers 

k (yiln) kann man jedenfalls setzen: 

a . b 

c ^ c ^ 

wo nun a, b, c ganze rationale Zahlen sind. Wegen w(a) = + 1 sind 
a und b prim zueinander, wenn man von vornherein ausschließt^ daß 
ay b, c einen gemeinsamen Teiler besitzen. 

Zum Beweise des Satzes unterscheiden wir die beiden Fälle 
w = 1 und m ^ 1, (4). 

1. Fall m ^ 1, (4); dann ist gj = Ym. Setzt man die Glei- 
chung an: 

„- \a + ba>) = ^±^A, (1) 

1) Hubert, Zahlb. Cap. XY, § 54. 
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80 ergeben sich für die Berechnung von x und y zwei lineaxe 
Gleichungen: 

(^--l)x-\my-0 (2) 

|:r-(-J + l)y=.0. (3) 

Diese Gleichungen sind aber durch zwei ganze rationale von 
verschiedene Zahlen lösbar^ wenn ihre Determinante jJ verschwindet. 
Nun ist 

^ = -^ + l + -^m=l-«(a)-0, (4) 

also kann man wählen 

x^^{a + c), y^~hy (5) 

wenn t einen gemeinsamen Teiler der Zahlen a + c und b bedeutet. 

2. PalL m = 1, (4), o) = ^^i*^, a>' - ^^^. Es sei wieder 

a « — (a + 6cii) und man setze: 

c ' c x + yoa ' ^ '^ 

dann genügen x und y den beiden linearen Gleichungen: 

und diese besitzen wieder ein gemeinsames Lösungssystem von zwei 
ganzen rationalen von Null verschiedenen Zahlen x, y, wenn ihre Deter- 
minante ^ verschwindet. Nun ist aber in der Tat auch: 

^ = - -^ + 1 - ^ ~ -^— f- = 1 - w(a) - (4) 

nach der Voraussetzung über a. 

Wie im früheren Fall kann man daher auch jetzt für x, y wieder 
setzen: 

x^^{a + c), y^\h, (5> 

Es hat also in beiden Fällen die gesuchte ganze Zahl y die 
folgende Form: 

Anmerkung. Der Leser möge den Beweis des Satzes auch 
direkt führen^ ausgehend von der letzten Gleichung. 
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Wenn insbesondere a eine gofnze Zahl des Körpers und folglich 
eine Einheit ist^ so kann man für y den Ausdruck 1 + 6 wählen. 

Eine bemerkenswerte Folgerung dieses Satzes ist die Tatsache, 
die der folgende Satz^) ausspricht: 

Satz* Wenn die Diskriminante eines reellen Körpers k (}^m) nur 
eine einzige PrimzaM enffuUt, so ist die Norm der Orundeinheit dieses 
Körpers gleich — 1. 

Beweis. Die Voraussetzung des Satzes triflft nur zu, wenn ent- 
weder »1 — 2 ist, oder wenn m eine ungerade Primzahl von der 
Form 1? = 1, (4) ist. 

Die Grundeinheit des Körpers sei s. Angenommen nun, es wäre 
n{s) =^ -{- 1, dann existiert nach dem eben bewiesenen Satz eine ganze 

Zahl y des Körpers von der Art, daß man £ » ^ setzen kann, y ist 

eine ganze Zahl, f&r welche die Idealgleichung 

(y) « (j,') oder (y) = {yj 

besteht. Jedes Ideal des Körpers, das in (y) aufgeht, muß folglich 
auch in dem konjugierten Ideal (/) aufgehen. Da aber die Dis- 
kriminante des Körpers nur eine einzige Primzahl enthält, so ist 
(auch für m =» 2) das einzige ambige Ideal des Körpers, welches 

seinem konjugierten Ideal gleich ist, das Ideal (l/m), und die Zahl y 
kann daher außer ganzen rationalen Faktoren und Einheiten nur die 

Zahl Ym enthalten. D. h. man kann 

(y) = (a) oder y = i?a, resp. 
(y) « iVni) oder y = ril/m 

setzen, wobei ri eine von 1 verschiedene Einheit des Körpers be- 
zeichnet. Dann wird aber in beiden Fällen: 



und folglich wäre s nicht die Grundeinheit des Körpers, wie der Satz 
voraussetzt. 

Auf Grund des vorhergehenden Satzes, welcher eine sehr be- 
merkenswerte Ergänzung zu dem Satz über die Existenz der Einheiten 
in Nr. 16 bildet, ist es möglich, einen • weiteren Satz zu beweisen. 



1) Hubert, Zahlb. Cap. XYU, § 68. Dieser Satz ist auf ganz andere 
Weise von P. Lejeune-Dirichlet bewiesen worden; vergl. Werke Bd. I, S. 224. 
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welcher sich später als Spezialfall eines viel allgemeineren Fundamental- 
Satzes erweisen wird. Es gilt nämlich die folgende Behauptung: 

Satz. Wenn die Diskriminante eines ZMlcörpers k{ym) nur 
eine PrimzaM p enthält, so ist die KlassenanzoM h des Körpers 
ungerade. 

Beweis. Es werde, entgegen der Behauptung, die Elassenanzahl 
h gerade vorausgesetzt , dann gibt es sieher ein Nichthauptideal ], 
dessen Quadrat ein Hauptideal ist. Aus den beiden alsdann geltenden 
Äquivalenzen 

folgt aber j ~ j'. Darnach darf man 4- = a setzen, wo a eine ganze 

oder gebrochene Zahl des Körpers bezeichnet, deren Norm »(«) = ± 1 ist. 

Für einen imaginären Körper ist sicher n(a)^^l, für einen 

reellen Körper ist entweder «(«)=- + ! oder «(£«) = + !, wenn s 

die Grundeinheit bezeichnet, weil ja w(£) = — 1 ist. Falls n(a) = + l 

ist, darf jetzt wieder a = 7T gesetzt werden, falls n(a) = — 1 ist, so setze 

man sa =- — - In allen Fällen folgt somit aus der Annahme j' ^^ 1 

eine Gleichung (y)i = (yj)'. Jedes Ideal, das in dem Ideal (y)j auf- 
geht, muß folglich auch in dem konjugierten Ideal (yf)' ansehen, 
d. h. es ist (yf) nur durch ambige Ideale und rationale Hauptideale 

teilbar. Da nun der Körper Je (")/— l) das ambige Ideal (l + ]/— l) , 

jeder andere Körper Je (l/w) (für w = 2 oder w = 1, (4)) nur das 

ambige Ideal (|/w) enthält, so ergibt sich (y)\ entweder gleich (a), 

oder gleich (aYm) bezw. gleich (a • (l + )/— l)) für w == — 1. Für 

alle diese Möglichkeiten folgt aber hieraus j ^^ 1, und damit ist die 
Annahme des Beweisganges widerlegt, es gilt vielmehr: die Klassen- 
anzahl Ä ist ungerade. 

Ich schalte an dieser Stelle einige spezielle Betrachtungen ein. 

Es wäre jetzt wohl möglich die Untersuchung der Körper k ()/— l) , 

k (]/± 2) u. a. durchzuführen. Unser nächster Zweck ist aber der 
Beweis des mehrfach erwähnten quadratischen Reziprozitätsgesetzes, 
und es soll daher die Betrachtung einiger einfacher Körper nur so 
weit durchgeführt werden, als es für jenen Zweck erforderlich ist. 
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24. Ergftn«Tingsa&tie auin qnadratisohen BesipromtätsgesetB. 

I. Der einfachste^ von 6 an ß in seiner Theorie der hiqnadratischen 

Beste znerst betrachtete Zahlkörper ist der Körper k{y— l). 

Für diesen Körper gilt noch das Gesetz von der eindeutigen 
Zerlegung der Zahlen in Primfaktoren, man hat A » 1 und es sind 
darum auch die Eigenschaften dieses Körpers sehr einfach. Hier soll 
nur untersucht werden, welche rationalen Primzahlen im Körper zer- 
fallen, und welche Priinzahlen auch in dem neuen Bereich A()/— l) 
unzerlegbar bleiben. 

1. Wenn eine ungerade rationale Primzahl p im Körper k ()/— i) 
in ein Produkt aus zwei Primidealen ersten Grades (p) =* p • p' zer- 
fällt, so gibt es eine und nur eine einzige Darstellung: 

oder es ist: 

p ^ x^ + y^. 

Die Zahl p ist nach Voraussetzung ungerade, also können x und y 
nicht beide ungerade sein, femer können x, y nicht zugleich gerade 
sein oder irgend einen anderen gemeinsamen Faktor besitzen. Die 
Darstellung p = a:* + y* ist nur möglich, wenn etwa x ungerade und 
y gerade ist, und damit ergibt sich als eine notwendige Bedingung für 
die Zerfallbarkeit von p : es muß i? = 1, (4) sein. 

2. Diese Bedingung ist aber auch hinreichend, d. h. wenn p 
eine ungerade Primzahl darstellt und p^l, (4) ist, so zerfällt p 

im Körper Jc{y— l). Es besitzt alsdann nämlich der quadratische 

Körper k (Vp) eine Grundeinheit s, deren Norm — 1 ist, und dies 
heißt, daß die Gleichung 

folglich auch die Kongruenz 

(2x + yy + 4^0,(j?) (2) 

durch ganze rationale Zahlen x imd y befriedigt werden kann. Wählt 
man eine ganze rationale Zahl a entsprechend der Kongruenz 

2z = 1, ip) (3) 

und multipliziert die Kongruenz (2) mit js^, so folgt, daß mit der 
Kongruenz (2rc + y)* -f- 4 = 0, (p) zugleich auch die Kongruenz 
X' + 1 = 0, (p) lösbar ist und umgekehrt. Sei nun X = a eine 
Lösung der Kongruenz X* + 1 = 0, (jp), dann zerfällt, wie in Nr. 14, 
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S. 59fiF.; gezeigt wurde; das Ideal (p) in zwei verschiedene Primideale 
{p) =" (P; ^ + V~^ l) (Pj ^ "" V'~ l)- Die«« Primideale müssen indes 
Haaptideale sein nnd man erhält also p^ (x + Y— 1 y) (^ "- V— 1 y). 

Da eine Primzahl l> = 3, (4) im Körper A; ("|/— l) mcW zerfällt^ 
so folgt ferner, daß die Kongruenz a:* + 1 = 0, (p) nicht lösbar sein 
kanu, wenn p = 3, (4). 

3. Die Zahl 2, welche in der Diskriminante (2 =» — 4 des Körpers 
aufgeht, zerfällt nach folgender Gleichung: 

2 = (l4-y=^)(l-T/=^), 
oder es ist 

indem (l ± ]/— l) ambige Ideale des Körpers sind. 

Die Resultate dieser Betrachtungen kann man auch in den 
folgenden Sätzen aussprechen: 

Satz. Jede rationale positive Primzahl p von der Form 4n + 1 
läßt sich auf eine einzige Weise als Summe zweier QuadratzaJden^) 

p = x^ + y^ 
darstellen. 

Eigentlich wieder ein spezieller Fall hiervon ist der folgende Satz: 

Satz. Die quadratische Kongruenz 

x^+l^Q, (p) 

ißt dann und nur dann lösbar, wenn p von der Form 4« + 1 ist, oder 
eine ZaJd von der Gestalt x^ + 1 kann nur Divisoren von der Form 
4n + 1 besitzen. (Eine Erweiterung dieses Satzes siehe S. 122.) 

Endlich: Es ist (~ j ^ + 1 für eine ungerade Primzahl p = 1, (4) 
und (-— -) = — 1 für p = 3, (4), was man in der Formel 

zusammenfassen kann. 

Es ist übrigens leicht, dieses Resultat elementar zu beweisen, z. B. 

aus der Eulerschen Kongruenz (— —) = (— 1) * ; Gp)> ^^ haben aber 

den vorstehenden Beweis gewählt, da dieser der weitgehendsten Ver- 
allgemeinerung fähig ist. 



p-i 

2 



1) Dieser Satz stammt schon von Fermat und ist von Eni er zuerst 
bewiesen worden. 
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Schließlich kann man aus dem letzten Satz noch eine sehr 
wichtige Folgerung ziehen: Wenn m eine ganze rationale Zahl ist^ 
welche Primfaktoren Ton der Form p = 3, (4) enthält, so kann die 
Kongruenz ^+1 = 0, (m) und umsomehr die Diophantische Gleichung 

a?— my^^ — 1 resp. x^ -\- xy -\ — '-r—y^ = — 1 nicht lösbar sein, d. h. 

die Grundeinheit s eines Körpers Jc(Ym), dessen Grundzahl Prim- 
faktoren der Form |) = 3, (4) enthält, hat stets die Norm n(s) — + 1- 

n. Der Körper ä()/2). Alle Ideale des Körpers sind Haupt- 
ideale, und es soU wieder die Frage behandelt werden nach denjenigen 

rationalen Primzahlen j9, welche in dem Körper h ()/2) in ein Produkt 
aus zwei Primzahlen ersten Qrades zerfallen. 

1. Wenn p eine ungerade Primzahl ist, welche in h (]/2) zerfällt, 
so gibt es ganze rationale Zahlen x, y, welche die Gleichung erfüllen: 

+ p^x^-2yK 

Denn fiir die Grundeinheit « = 1 +)/2 ist w(f) = — 1, und es sind 
daher die Gleichungen p ^ x^ — 2y* und — p = x^^ — 2y^^ stets 
gleichzeitig lösbar oder unlösbar. 

Ist nämlich (p) = (a? -f- yV2) {x — y l/2), und zwar so, daß 
+ jj == a?* — 2y* gesetzt werden muß, dann ist auch: 

ijp) = {x + yV2){\+y2){x-yV2){\-y2), 
oder 

^p^{x + 2yy - 2(x + yy = x,' - 2y,\ 

Die Diophantische Gleichung p = rr* — 2j/* kann aber fOr ein un- 
gerades p nur in der Weise lösbar sein, daß x ungerade und y ent- 
weder gerade oder ungerade ist; das ergibt als notwendige Bedingung 

für die Zerlegbarkeit der Primzahl p im Körper Ä;(]/2): 

p = 1, (8) oder p = l, (8). 

2. Diese Bedingung ist auch hinreichend: 

Falls p eine ungerade Primzahl ist, für welche p = 1 oder 

p = 7, (8) ist, so zerfällt dieselbe im Körper Je {V2)- 

Schreibt man p^ = p, wenn p = 1, (8) ist, femer Pi=^ —p, wenn 
p = 7, (8), dann ist für beide Fälle p^ = 1, (8), und es besitzt der 

Körper k (VpJ eine ungerade Klassenanzahl %, weil die Diskriminante 
dieses Körpers nur die einzige Primzahl :tpi als Faktor besitzt. 

Bezeichnen 1, co = /^^ die Basiszahlen des Körpers k (v5D, dann 
gelten für das Ideal (2) die Zerlegungen: 

Sommer, Zahlentheorie. 8 
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(2) = (2, l + a,)(2, l + oO-p-p', 

u6ZW 

(2) = (2, a>) (2, «,')-?• p', 

in die zwei voneinander verschiedenen Primideale p und p'. Weil 
nun nach Voraussetzung die Elassenanzahl h ungerade ist^ so existiert 
sicher eine ungerade Zahl 2g + 1, Paktor von h, för welche p'^+^ 
und p'*i'+^ Hauptideale werden. Man kann daher jedenfalls x, y als 
ganze rationale Zahlen annehmen derart^ daß 

p«y+i = (^ + ya)), p'«^+i = (a; + y(D') 
und _ 

+ 2»^+* = a;^ + a:y + y*— /'- 

ausfällt. Aus dieser Gleichung gewinnt man durch ein ganz gleiches 
Schlußverfahren wie unter (I, 2) die Tatsache^ daß die Kongruenz 

und folglich auch die Kongraenz 

^«-2^0, Oj,) 
lösbar ist. 

Bezeichnet z ^ a eine Wurzel dieser Kongruenz^ so ergibt sich 

cpi)=g>i, «-y2)(i>i, «+y2); 

weil der Körper Tc (]/2) die Klassenanzahl 1 hat, sind die beiden von- 
einander und von (jp^) verschiedenen Faktoren auf der rechten Seite 
der letzten Gleichung konjugierte Hauptideale, also ist 

(P0 = (a; + yy2)(a;-yy2). 

Ferner folgt, daß die Kongruenz ic* — 2 = 0, (p) auch nur für 
die Fälle p ^ ± 1, (8) lösbar sein kann. 
3. Für die Zahl 2 gilt einfach 

(2) = W2)\ 
wie es der allgemeine Satz verlangt. 

Indem ich auf die in den letzten Gleichungen steckenden Sätze 
in einem andern Zusammenhang nochmals zurückkommen will, soll 
zunächst nur der folgende Satz herausgefaßt werden: 

Satz. Die quadratische Kongruenz 

ist stets und nur dann durch ganze Zahlen Usba/r, wenn ^ = ± 1, (8 ^ ist 
Oder: Eine ganze Zahl von der Form x^ --2 besitzt nur Divi- 
soren von der Form 8n ± 1. 

Oder schließlich: Es ist \-—\ = + 1, wenn p eine ungerade 
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Primzahl von der Form 8w + 1 ist, und es wird (— J = — 1, wenn 

j} ^ ± 3, (8) ist. Diese beiden Formeln kann man zusammenfassen in 
eine einziire: «>— i 

© - (- 1)^- 

in. Durch eine ähnliche Betrachtung des noch einfacheren 
Körpera h ("j/ — 2) gelangt man zu der folgenden Tatsache : 
Satz. Die quadratische Kongraene 

ic« + 2 ^ 0, (p) 

ist lösbar für die wngeraden Primzahlen j? = 1 und J> = 3, (8), und 
unlösbar für p = 5, p = 7, (8). 



Oder es ist (— ) = (- 1) 



^-1 +^iii 



8 2 



Die so aus der Körpertheorie abgeleiteten Gleichungen 

(=^) = (-l)'^ und (i) = (-ir^ 



8 



heißen die Ergänzungssätee zum quadratischen Beziprozitätsgesetz. 

Der zuletzt entwickelte Satz über den Restcharakter der Zahl 
— 2 nach p läßt sich übrigens viel einfacher ableiten^ indem man von 

der Gleichung ( — j = i—\ (— ) ausgeht, denn es ist y——) = (~~) (~~) * 

25. Das quadratisolie Beziprozitätsgeseta für die nngeraden 

rationalen Primzahlen. 

Unsere Entwicklungen sind nun so weit vorgeschritten, daß dieses 

Gesetz, das yjßieorema fundamentale^*^ von Gauß, abgeleitet werden kann. 

Sind p, q irgendwelche ungerade verschiedene Primzahlen, so 

liegt es jetzt, nachdem die Bestimmung von ( j und 1=^—) gelungen 

ist,' doch nahe, allgemein nach dem Werte von (— j zu fragen. Die Be- 
antwortung dieser Frage hängt aber aufs engste zusammen mit der 
Tatsache, welche zuerst Euler^) (Opusc. anal. 1, 1783, p. 64) entdeckt 
hat, daß zwischen den Lösungsmöglichkeiten der beiden Kongruenzen 

1) Die hier angeführten Daten aus der Geschichte der Entdeckung des 
quadratischen Reziprozitätsgesetzes sind einer geschichtlichen Darstellung von 
P. Bachmann, Niedere Zahlentheorie, Teil I, Leipzig 1902, S. 200fr. entnommen. 
Man vergl. außerdem 0. Baum gart, Zeitschr. f. Math. u. Physik, hist. Ab- 
teilimg, 1885, Band 30, S. 169: Über das quadratische Beziprozitätsgesetz. Eine 
Tei^leichende Darstellung der Beweise usw. 

8* 
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a?* — g = 0, (p) und a?* — • jp = 0, (q) 

eine leicht angebbare Wechselbeziehung^ Reziprozität, besteht, welche 
Legendre 1785 [und 1798] wieder entdeckt undaufdieForm gebracht hat 

(f)(f)-(-')'"^''^- 

Diese Formel enthält in einfachster Weise das quadratische Bezi- 
prozitätsgesetz y mit dessen Beweis sich seit Gauß zahlreiche Mathe- 
matiker beschäftigt haben. 

Der folgende Beweis des Reziprozitätsgesetzes folgt im Prinzip 
einem Beweis von Kummer (2. Beweis in den AbhandL der kgl. Akad. 
Berlin, 1861), vergl. Hilbert, Zahlber. Cap. XVII, § 68—69. 

Zur bequemeren Darstellung des Beweises setze ich eine be- 
sondere Bezeichnung fest: Es mögen jp, q positive ungerade Prim- 
zahlen bezeichnen, insbesondere sollen Pj Pif p^ ... stets Primzahlen 
= 1, (4) und q, qiy q% ' ' Primzahlen = 3, (4) sein. Dann sind im 
Beweise die verschiedenen Kombinationen der Primzahlen p, q zu unter- 
scheiden. Man hat offenbar die drei Fälle der Kombinationen: p, p^, 
ferner p, q und schließlich q, q^ auseinanderzuhalten. 

1. Fall. Wenn die quadratische Kongruenz 

lösbar ist, wenn also f — j =- + 1 ausfällt, so ist p^ im Körper k (Yp) 

in zwei verschiedene Primideale ersten Ghrades zerlegbar, und es kann 
gesetzt werden: 

Ol) -- (Pi, ö + ß>)0>i, a + «0 = P • P'- 

Da aber die Klassenanzahl h des Körpers A;('|/p) ungerade ist, 
indem die Diskriminante des Körpers nur die einzige Primzahl p ent- 
hält, so gibt es stets eine ungerade Zahl %^ » 2^ -f 1, welche ein 
Teuer ist von ä, derart, daß die h^^ Potenz von p sowohl wie von p^ 
Hauptideale werden. WeU außerdem die Norm der Grundeinheit £ides 
Körpers Jc{Yp) gleich — 1 ist, so darf man setzen: 

pj«i^+i = (a? + y(o) (x + y(o'\ 
öder: , , - 

V'^^ = (* + f)-fy*, 

woraus die Kongruenz folgt: 

(2a; + y)»-i,i(2i),<')«s0, (p). 

Hieraus schließt man wie oben, daß auch die Kongruenz 

-»* - Ä = 0, (p), 
oder anders geschrieben: 
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^* ~ l>i = 0, (p) 
lösbar ist 

Wenn also (~j = + 1 ist, so ist hiemacli anch (—j = + 1. 
Darans folgt nun weiter, daß, wenn (— j = — 1 ist, auch gleich- 
zeitig (^f » — 1 sein muß. In der Tat würde ja aus der Gleichung 

(Si\ = + 1 rückwärts folgen, daß \~-\ = + 1 ist, im Widerspruch 

mit der gegebenen Gleichung. 

2. Fall. Es liege nun eine Kongruenz a?* — p = 0, (q) vor. 

Setzt man f — j = + 1 voraus, so daß also q im Körper k {}/p) 

zerlegbar ist, entsprechend der Gleichung: 

dann kann wieder aus der Tatsache, daß die E[la8senanzahl des 

Körpers k {Yp) ungerade ist und «für diesen Körper n(£) = — 1 wird, 
gefolgert werden, daß für ganze rationale Zahlen x, y eine Gleichung 
besteht: , .« 

3*'-^' = (^ + f) -fy», 

oder daß die Kongruenz: 

x^-q^O, {p\ 

in ganzen Zahlen lösbar ist. 

Die Gleichung T— j = + 1, hat also die Gleichung T— J = + 1 
zur Folge. 

Nim ist aber umgekehrt zu zeigen, daß mit f~j = + l auch 

notwendig (~j =^ 1 sein muß. 

Wenn /— j = + 1, also die Kongruenz 

a;« - ^ = 0, (jp) 
lösbar ist, so ist nämlich (wie übrigens schon aus der Gleichung 

^ " ^) (f) " (f ) ^'''^^ """^ ^'^ Kongruenz 

«* + « = 0, (p) 

lösbar. Denn es gibt eine ganze rationale zu p prime Zahl 0, so daß 
JE?* ^ — 1, {p) wird, es besteht also mit der Kongruenz 

a;« - 5 = 0, (i>), 
zugleich auch die andere: 

{jsxf — z^q = 0, {p) 
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in ganzen Zahlen e, xz. Oder wenn 

X=i zx und jSf' = — 1, {p) 
gesetzt werden^ so ist also: 

X» + g = 0, (i,). 
Da jetzt i — -\ = + 1 ausfällt; so ist p in dem imaginären Körper 

h (}/— q) zerlegbar^ und da nun — g = 1, (4) ist, so ist die Erlassen- 

anzahl des Körpers h ()/— g) wiederum ungerade und man schließt 
wie in den vorhergehenden Fällen und unter BerQcksichtigung der 
Tatsache^ daß die Norm einer ganzen Zahl des imaginären Körpers 

Tc (y — q) stets positiv sein muß^ daß alsdann die Kongruenz 

ebenfalls lösbar ist. 

Zusammenfassend kann man daher sagen: 

a) wenn (— j = + 1 ist, so ist auch (— j = + 1 und 

b) wenn (— ] = + 1 ist, so muß auch (— j = + 1 sein. 

Daraus ergibt sich schließlich: wenn (— ] = — 1 ist, so muß auch 
(~j = — 1 sein und umgekehrt. 

Würde im Gegenteil angenommen, daß mit ( ---] = — 1 gleichzeitig 
(~j = + 1 ist, so würde aus letzterer Oleichung rückwärts folgen, 

daß auch (— j = -f 1 sein muß, was offenbar ein Widerspruch zu 

der ersten Annahme ist. 

3. Fall. Die beiden gegebenen Primzahlen seien q und q^. 

Wird zunächst ( M = — 1 gesetzt, so folgt nach dem Produkfc- 
satz für das Legendresche Symbol wegen ( — \ =» — 1, daß dann 

ist. Die Primzahl q^ ist daher in dem imaginären Körper k (^ — g) 
zerfällbar, und da dieser Körper wegen — g = 1, (4) eine Diskrimi- 
nante mit nur einem Primfaktor besitzt, so ist seine Klassenanzahl 
ungerade, es ergibt sich analog wie im vorhergehenden Fall: 

© - + '• 
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Wenn nun aber (— )== + 1 vorausgesetzt wird, versagt die bisherige 
Schlußweise zur Bestimmung von (- V Nach Herrn Hubert be- 
trachtet man dann den Körper lc{Yqq^. Für diesen Körper ist 
tM = g • ^1 = 1, (4) und d = qq^. Die einzigen Primzahlen, welche 
durch Quadrate von Primidealen teilbar sind, sind q und g^. Setzt man 
{q) = q*, (^i) = q*i, so sind q, q^, qq^ die einzigen ambigen Ideale 
des Körpers, qq^ ist ein Hauptideal, und es läßt sich durch eine 
Zwischenbetrachtung zeigen, daß auch q und q^ Hauptideale sind, 

woraus dann der Wert von (— ] folgt. 

a bezeichne die Qrundeinheit des Körpers Äd/ggJ, dann muß 
n(£) = + 1 sein, weil f ) = — 1, l — j = — 1 ist. Man kann nun 

nach dem Satz auf S. 107 eine ganze nicht rationale Zahl a des Körpers 

angeben, so daß f = — oder (a) = («') wird. Das Ideal (a) ist somit 

ein Ideal von der Art, daß jedes Ideal, das in (a) aufgeht, auch in {a)' 
aufgehen muß. Bedeutet jetzt ri eine Einheit des Körpers, für welche 

a = ri ' a oder a = i? • V^g^i gesetzt werden kann, dann wäre: 

et 71 a — nv^Qx 

und dies widerspricht der Annahme, daß a eine Qrundeinheit ist. 
Nachdem aber ausgeschlossen ist, daß a durch q und q' zugleich 
teilbar ist, bleiben nur noch die Möglichkeiten übrig: 

(a) = {a)(\ oder (a) -= {a)(\^, 

und in beiden Fallen ist daher 

q ~ 1, qi '^ 1. 

Geht man von den Idealen q^ oder q zur Norm über, so folgt 

±«. = (^ + |)*-¥y*, 

oder 

Diese Gleichung ist nur möglich, wenn 2x + y durch q^ teilbar 
ist, und dann kann man dieselbe einfacher auch so schreiben: 

Um über das Vorzeichen der linken Seite zu entscheiden, benützt 
man jetzt die Voraussetzung, daß l—\ = + 1 ist. Schreibt man 
nämlich die vorige Gleichung als Kongruenz: 



120 n. Der quadratische Zablkörper.^ 

oder 

Yt' ±42^0, («,), 

SO muB hier wegen jener Yoraussetzung daa Minuszeichen gelten. 
Dann folgt aus — 4 = q^X^ — qY^y daß 

öl X» = - 4, (g) oder X^« = - 4gi, (q) 
ist. D. h. aus (— j = + 1 ergibt sich notwendig (— ^ ) = + 1, oder 

(— J = — 1, wenn man berücksichtigt, daß (— — ) == — 1 ist. 

Wiederholen wir das Resultat dieser letzten Nummer nochmals, 
so ist gleichzeitig: 

femer: 

(|-) = -l und @ = -M, 

und hiermit ist die Reziprozitätsbeziehung zwischen zwei Prim- 
zahlen qi und q vollständig gegeben. 

Stellt man noch die Fälle 1, 2 und 3 zusammen und bezeichnet 
nun mit Pj q wieder ohne Unterschied beliebige positive, ungerade 
Primzahlen, so überzeugt man sich schnell, daß das Resultat in 
folgenden Satz zusammenfaßbar ist: 

Satz. Bedeuten p und q irgendwelche fmgerade positive Prim- 
jsaMeny so gut für die gegenseitigen Bestcharaktere dersdben die Gleichung: 

p — l q — 1 

(f ) (f ) - (- »^ ^- 

Zu diesem Satz treten noch die schon abgeleiteten Sätze über 
die Restcharaktere von — 1 und 2 hinzu als sogenannte Ergänzungs- 
sätze des Reziprozitätsgesetzes. 

1. Ergänzungssatz. Für jede ungerade Primzahl p ist stets: 

2. Ergänzungssatz. Der Bestcharakter der ZaJd 2 ruuih irgend 
einer ungeraden Primzahl p ist: 

Diese beiden Ergänzungssätze waren schon Fermat bekannt. 
Der erste Satz wurde von Euler 1783, der zweite von Lagrange 
1775 zum erstenmal bewiesen. (Vergl. P. Bachmann, Niedere Zahlen- 
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theorie S. 194 — 195 und S. 196.) Oauß hat den ersten Ergänzungs- 
satz i. J. 1795 entdeckt und er berichtet in der Vorrede zu den 
Diaqu. arithm., daß diese Entdeckung ihn ixlt tieferen Beschäftigung 
mit der höheren Arithmetik^ tlso auch zur Aufsuchung und zum 
Beweis des allgemeineu Reziprozitötsgesetzes geführt hat. 

Verwendung des Reziprozitatsgesetzes. Mit Hilfe der gewonnenen 

Sätze ist es nun leicht^ das Symbol (—j fOr eine beliebige Zahl m 

und eine Primzahl p auszuwerten. 

Um dies zu erlautem, genügen einige Beispiele. 

1. (-=-) ^^^ berechnet werden. 

Es ist zuerst, nach der Gleichung [--) = (— ) (— ) • 

(l)-(l)(l)-(4)- ' 

Nun ist nach dem quadratischen Beziprozitätsgesetz: 

Das Symbol (y) "^creinÜEicht man zunächst, indem man 7 durch 1 
ersetzt, da 7 = 1, (3) ist: 

(-L) = (-1) =. + 1, somit schließlich (-?-) = - 1, 
und 

(f ) - - '■ 

2. Welchen Wert hat (?^)? 
Man hat: 

\i7/ ^ [w ^ lirj li?) ^ [w 
Nun ist nach dem quadratischen Reziprozitätsgesetz: 

(Ä) - (¥) - (I) - 1. 

also 

o - - '• 

Man könnte dieses Beispiel auch anders durchführen: 

© - (n)' -■ 

oder 

(S) - ^) - (Ä) = (?) - (4) - '• 
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Jacob i hat das Reziprozitatsgesetz noch in einer formalen Weise 
erweitert, welche uns fiir eine spätere Verwendung nützlich sein wird. 

Definiert man nämlich für irgend welche ungerade Primzahlen p 
q, r . . . und irgend eine zu diesen prime Zahl a das Symbol: 

(p.^r ~) ^ \j) U) (t) • • •' 
so gilt für eine beliebige zusammengesetzte ungerade Zahl P: 



w - (■ 



p—i 
i" 



und 



(i) - (- >)■ 



Ferner gilt für irgend zwei zusammengesetzte relativ prime ungerade 
Zahlen P, Q: 

T» ^ P— IQ— 1 



Q 

Auf den Beweis dieser Formel gehe ich nicht ein, er ist z. B. 
durch Induktion leicht zu führen, oder auf die aus dem Ansatz: 

P = [(i)-i) + i][0>x-i) + i]...[0',-i) + i] 

folgende Identität: 

P_ 1 = 4« + (p - 1) + (p, - 1) + . . . (p, - 1), 

in der a eine ganze rationale Zahl bezeichnet, zu gründen. 

Man muß aber wieder den allgemeinen Fall und die Er^nzungs- 
sätze getrennt behandeln. 
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Aus den bisherigen Tatsachen der Idealtheorie lassen sich einige 
längst bekannte und berühmte Sätze beweisen, indem man die Zer- 
legung der Zahlen in speziellen Zahlkörpem untersucht. 

I. In Nr. 24, S. 112 ist bewiesen worden, daß im Körper äj(")/— l) 
jede rationale Primzahl p von der Form 4n + 1 und p^2 wesentlich 
auf eine und nur eine einzige Weise in ein Produkt zweier ver- 
schiedener Primfaktoren zerlegbar ist in der Form: 

p^{x+y^^y){x-V^^y), (1) 

da die Faktoren jeder anderen Zerlegung sich von den angeschriebenen 

Zahlen x ± "/— 1 y nur um Einheitsfaktoren ± 1 , ± V— 1 unter- 
scheiden können. Anders formuliert besagt die Gleichung (1): Jede 
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Primzahl p mit der Eigenschaft i> = 1; (4) und p ^2 läßt sich stets 
und im wesentlichen nur auf eine einzige Weise in der Form 

i) = a:» + y* (2) 

darstellen. 

Schon Legendre^) hat gezeigt; wie man die Zahlenwerte för x, y, 
welche die Darstellung (2) leisten, durch Entwicklung von Yp in 
einen Kettenbruch, theoretisch berechnen kann. In vielen Fällen er- 
hält man aber auch durch Probieren die gesuchten Zahlen x, y 
ebenso schnell. Will man nicht einfach die Quadrattafeln, wie sie 
viele Logarithmentafeln enthalten, benützen, so kann man zuweilen 
die Zahl der Versuche abkürzen nach der folgenden Überlegung. 

Aus der Gleichung (2) folgt eine Kongruenz 

(^.^y + 1 = 0, (i,), 

da ja y prim zu p ist. Ist nun w eine Wurzel der Kongruenz 

X» + 1 = 0,(1)), 

so ist die gesuchte Zahl x ein Faktor von einer der ganzen Zahlen 
w -\- apy der kleiner ist als p oder auch kleiner vorausgesetzt werden 

kann als l/-f-; nnd man braucht dabei für a nur solche ganze Zahlen 

zu setzen, daß w + ap zwischen "~ v V^ ^^^ "*" 2 r 2 ^^®8*- 

Sind nun|>, p^ zwei ungerade Primzahlen von der Form 4n+ 1, 
so gilt im Körper k(y— l) je eine Zerlegung 

p = (x+y^iy) (x-V^y\ 



und man erhalt durch Zusammenfassung der beiden Zerlegungen: 

PP,^{x+y^^y){x-V^^y){x^+V^^yx){x^-V^^yi) 

eine Gleichung, die entweder in der Form 

pp, « {x+Y=\y){x, +1/171 yj.(rc -.l/=ö[y)(a;, -^=^^^1) 

- {xx^ - yy^ + {x^y + xyi) V^^ ■ (xx^ - yy^- (x^y + xy^ V^^) , 

PI,, = (X + 1/:^ Y) (X - y:^! Y) = X» + r» , (3) 

oder in der Form 



1) Zahlentheorie, Bd. I, p. 72. H. Schubert, Auslese aus meiner Unter- 
richts- und Yorlesungspraxis, Bd. 11, p. 178. 
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pp, = (« + V^n: y) («1 - y^^ y^) • {X -V^^y) {x^ + V^^yi) 

= {xx^ + yy^ + {xiy- xy^) V-V) ■ {xx^ + yy^ -{x^y- xy^)}/- l) , 

pp, = {X, + yCTi rj (:x, - v^^ yO = x,« + r,», (4) 

SO dargestellt werden kann, daB pp^ ab Norm einer ganzen Zahl de» 

Körpers k ("/— 1) erscheint. Das Produkt pp^ kann daher auf ew^ 
wesentlich verschiedene Arten in der Form der Gleichung (3) resp. (4) 
als Summe zweier Quadratzahlen dargestellt werden. 
Wenn jPi » 2 angenommen wird, so ist 

2p^{\+yrZJ){i^YZri){x+y^^y){x^y^l.y), 

und da 1 + V^^ = V^-^ (l — V — l) ist, so laßt sich 2p wieder 
nur auf eine Weise in eine Summe von Quadraten zerlegen. 

Man kann nun dieselben Betrachtungen auf eine beliebige Zahl 
erweitem und erhärlt dann, wie der Leser sich selbst überzeugen 
mag, folgenden von Oauß aufgestellten Satz^): 

Jede positive gange rationale Zahl 

a^2''Q'p^''P^'*...p^'v, 

von welcher p^y p^, - - - p^ Falctoren von der Form 4n + 1 zu hdiehigen 
ganzen Exponenten sind und wo Q ein Produkt von Faktoren der Form 
4w + 3 zu geraden Exponenten bedeutet j laß sich auf verschiedene 
Weisen als eine Summe von zwei Quadraten 

a^ a? + y^ 
darstellen. Ist einer der Exponenten e^, e^, . . . e^ ungerade, so gibt es 

^ ^ ii'h + 1) (^2 + 1) • • • (^v + 1) ^^ ^^^^ ^^ J^^ Exponenten 
gerade E + ^ voneinander verschiedene Darstellungen, 

Falls Q aber eine Primzahl von der Form 4n + 3 zu einer un- 
geraden Potenz enihcätf ist eine Darstellung a^ x? + y^ überhaupt nicht 
möglich. 

Von diesem Satz ist zuweilen die Umkehrung brauchbar zur 
Entscheidung darüber, ob eine gegebene Zahl der Form 4w + 1 
Primzahl ist oder nicht. 

Anmerkung. Eine sehr interessante und einfache Auflösung 
der unbestimmten Gleichung 

für Primzahlen p hat Gauß gegeben.^) 

1) Disquis. arith. Y, 182, Anmeikang. 

2) Werke, Bd. U, p. 89—91 und in der Selbetanseige, p. 168. 
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Wenn p =^4n -{- 1 ist, und x die ungerade^ y die gerade Zahl 
in der verlangten Zerlegung ist, und wenn femer 

g =» 1 • 2 . . . n 

r = (w + 1) (w + 2) . . . 2w 

gesetzt wird, so wird ± x der kleinste Rest (zwischen — ^p und 

+ ^p)y wenn man -g- durch p dividiert, und y der kleinste Best, wenn 

man ^r« durch p dividiert. 

Auf den Beweis dieser Behauptung will ich aber hier nicht 
eingehen. 

n. Der Körper Je (]/— 2) besitzt nur die Einheiten ± 1 und die 

.Elassenanzahl Ä = 1 ; es ist die Primzahl p = 2 =- — (y^— 2)*, und 
jede ungerade rationale Primzahl von der Form 8w -|- 1, oder 8n + 3 
ist wesentlich nur auf eine einzige Weise in ein Produkt zweier ver- 
schiedener Primzahlen zerlegbar in der Weise: 

p^(x+y^^y){x--Y^^y). 

Anders formuliert heißt dies: 

Jede positive ungerade PrimzoM p von der Form 8w + 1,. oder 
8 n + 3 läßt sich auf eine einzige Weise in der Form 

p^^ + 2y' 

mit ganzen rationalen Zahlen x, y darstellen, 

ni. Für den Körper Je (]/— 3) ist wieder ä = 1, und es ist jede 
Primzahl p wesentlich eindeutig zerlegbar, far welche (-— ) = + 1 

ausfällt, was allein für die Primzahlen p von der Form 3^+1 
2utriffk. Ist aber p eine solche Primzahl, so kann die Gleichung 



stets auf eine einzige Weise so befriedigt werden, daß x eine ungerade, 
y eine gerade Zahl wird. Setzt man nämlich 

p = {a + bco) (a + ba) 

und bedenkt, daß a imd b nicht beide gerade sein können, weil sonst 
die rechte Seite durch 4 teilbar wäre und daß, da ± 1, cj, coi die Ein- 

* 

heiten des Körpers sind, auch ^ = oj (a + fe(D)ß}'(a + 6ai') usw. ge- 
setzt werden darf, so wird die Bedingung, daß x ungerade und y 
gerade ausfällt, erfüllt: 1.) für 

a + 6(0, 
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falls schon a selbst ungerade^ b gerade ist; 2.) für 

(a + hm)(o\ 

falls a gerade und h ungerade ist; 3.) für 

(a + hco)(o = — 6 + (a + 6)©, 

falls a und h ungerade sind. D. h. aber^ es gibt für eine Zalil|> = 1, (3) 
eine einzige Zerlegung von der Form: 

oder : P - {^ + ViV^M^i - V^. V^, 

Jede rationale Primzahl p von der Form 3n + 1 ist stets und 
nur auf eine einzige Weise in der Form 

D ^ 0^ -f" 3 1/^ 

darstellbar. ^ ^ 

Man konnte diese Sätze erweitem auf die Darstellung beliebiger 
zusammengesetzter Zahlen durch die Formen a^ + 2y^y rc^ + 3j^, und 
insbesondere ließen sich noch zahllose weitere Spezialfälle der Dar- 
stellung von ganzen Zahlen in der Form a^ ±my^ aus der Ideal- 
theorie ableiten, worauf später noch einmal eingegangen wird, Nr. 35 
bis 37, doch mögen die angeführten Beispiele genügen, und wir 
wollen nur noch zeigen, welche Folgerungen aus der Betrachtung der 
reellen Körper gezogen werden können. 

Es möge der Körper k (]/2) mit der Klassenanzahl A = 1 be- 
trachtet werden. 

In diesem Körper zerfallen die Primzahlen^ von den Formen 8n + 1 
und 8^4- 7* Da jedoch unendlich viele Einheiten im Körper existieren, 

welche sich durch die Potenzen der Grundeinheit £ = 1 -f- 1/2 dar- 
stellen lassen, so gehen aus jeder eindeutigen Zerlegung in Primideale 

(^)^{x + yy2)(x-yy2) 

unendlich viele Darstellungen der Zahl ± jp in der Form ir* — 2y* 
hervor. 

Wenn nämlich p = x' — 2y^ ist, so ist auch 

-p = (x + 2yy-2{x + y)\ 
oder 

-i) = (rr-2y)«-2(a;-y)«, 
da 

— p^(x + yV2)s • (x — yy2) £ ist, usw. 

f 

Analog wird, wegen: 

p = {x + yy2)e»{a;-yV2)s'', 
i) - (3a: + 4y)* - 2(2« + 3y)». 
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Man hat also den Satz: 

Jede positive oder negative Primzahl, die positiv genommen von der 
Form 8w ± 1 ist^ läßt sich auf unendMeh viele verschiedene Weisen 
in der Form 

da/rsteUen, und zwar lassen sich alle Darstellungen atis einer einzigen 
unter Verwendung der Einheiten ±^^ des Körpers ableiten. 

Aüch diesem Satze können zahllose andere derselben oder ähn- 
licher Art an die Seite gestellt werden. 



27. Hilberts NormenrestsymboL 

Wir wenden uns nun zn einer neuen, ziemlich weitläufigen Unter- 
suchung, nämlich zu einer Einteilung der Idealklassen in Geschlechter. 

Es handelt sich hierbei um eine Klassifikation, welche der Theorie 
der quadratischen Formen entnommen ist, wo sie von Gauß zum ersten- 
mal ausgeführt wurde. (S. Disquis. arithm. V, Art. 231 ff.) Gauß hat 
diesem Gegenstand einen großen Teil der sect. V der Disquis. arithm. 
gewidmet, indem er selbst die Sätze über die Geschlechter zu den 
schönsten und schwierigsten Untersuchungen der höheren Arithmetik 
rechnet. 

D^r Einteilung der Klassen in Geschlechter entspringt ein neuer 
Beweis des quadratischen Reziprozitätsgesetzes, der insofern einen 
großen Vorzug vor alle» anderen Beweisen dieses Satzes hat, als er 
sich auch verallgemeinem läßt fär die höheren Beziprozitätsgesetze. 

Wegen der großen Bedeutung, welche daher die Einteilung der 
Klassen in Geschlechter besitzt, erscheint es mir notwendig, auch hier 
die entsprechenden Fragen zu erörtern, und zwar ist das sehr wohl 
möglich, da Herr Hilberth) für den quadratischen Zahlkörper die 
Darstellung ungemein vereinfacht und ihr eine Form gegeben hat, 
welche wohl lange endgültig bleiben wird. 

Diese vereinfachte Darstellung ist ganz wesentlich erst ermöglicht 
worden durch die Einführung eines neuen Symbols, das zunächst 
hier erklärt werden muß. 

Definition. Es bedeute p eine positive rationale Primzahl und 
m, n zwei beliebige ganze rationale Zahlen, nur soll m keine qua- 
dratischen Faktoren enthalten. 

Wenn alsdann für jede beliebige positive ganzzahlige Potenz ^ 

1) Vergl. Zahlbericht, Kap. XVII, § 64—66, 70 und Kap. XVIII, § 71—78. 
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von p die Zahl n kongruent ist der Norm einer ganzen Zahl a des 

Körpers k{ym) nach dem Modul jj*, wenn also w = n(a), (jf) aus- 
nUlt für jede ganze rationale positive Zahl e, so setze man 

(«) _ + ,. 

Wenn dagegen keine Zahl a im Körper Ä;(]/w) gefanden werden 
kann^ so daß » = «(a), (jpi) ist, oder wenn die Kongruenz n^n{a), (jf) 
nicht für alle positiven ganzzahligen Werte von e durch ganze Zahlen a 
des Körpers erfüllbar ist^ so sei 

Cr) - - '■ 

Im ersten Fall heißt die Zahl n ein Normenrest, im zweiten Fall 

ein Normennichtrest des Körpers Je (l/m) nach dem Modul p. 

Ein wesentlicher Gfrund für die Brauchbarkeit des Symbols liegt 
darin; daß sich für dasselbe einfache Rechnungsregeln, ähnlich wie 
sie für das Legendresche Symbol existieren, nachweisen lassen. 

Der Entwicklung dieser Regeln sollen einige allgemeine Be- 
merkungen vorausgeschickt werden. 

1.) Man kann n stets als eine ganze Zahl ohne quadratischen 
Faktor voraussetzen; denn, wenn n =» ä^n^ ist, so wird: 

(V) - (^)- 

2.) Von den sämtlichen nach p einander inkongruenten Zahlen 
eines Restsystems 1, ... ^ — 1 sind die Hälfte quadratische Reste 
und die übrigen quadratische Nichtreste nach p. Bezeichnen 

die quadratischen Reste nach p und 

die quadratischen Nichtreste, und bedeutet femer n einen beliebigen 
Nichtrest^ so ist unter den Differenzen: 

^1 =*= t"i — w, ^2=^2 — w, ... dp—\ = Tp^i — n 

wenigstens ein Nichtrest nach p enthalten. 

Die Behauptung ist offenbar richtig für p » 3. 

Ist p eine Primzahl > 3, so zeigt man zunächst, daß keine 
zwei der Zahlen d^ einander nach p kongruent sein können. 
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Daraus folgt aber^ daß auch nicht zwei der Zahlen d^ einem und 
demselben Best kongruent sein können. 

Angenommen nun, die sämtlichen Zahlen d^, d^ ... wären 
quadratische Reste, so wäre 

oder 





»•i n-\, (JP), 


resp. 






» - *i %, (P) 


und desgl.: 


A 




« - »•» %, (P) 



n = r,- r*., {p) 



2 -2- 



wo die Zahlen r^^, r^^, • • • ^* _i Dii^ den Zahlen r^, , . . Vp—x in anderer. 



2 > 



nicht bekannter Reihenfolge übereinstimmen. Durch Addition aller 
dieser Kongruenzen erhält man daher rechts 0, es folgt also aus der 
Annahme über die Größen d: 

P--^« = 0,O); 

aber diese Kongruenz kann nicht bestehen, da sowohl ~I als auch 

n zu p prim Bind. Es muß sich mithin unter den Differenzen d 
mindestens ein Nichtrest befinden. 

Berücksichtigt man noch, daß für |> > 3, den Fall |} » 3 also 
ausgenommen: 



^r, und ^ni = 0, {p) 



sind, so folgt andererseits auch, daß unter den Zahlen d^ mindestens 
ein Rest sich befinden muß. 

Bezeichnet ferner r einen beliebigen Rest, d. h. eine der Zahlen r^, 
so läßt sich weiter auf ähnliche Weise zeigen, daß in den Differenzen- 
reihen 

stets Reste und Nichtreste vorkommen. 

Sommer, Zahlentheorie 9 
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Den Rechnungsregeln für das Hilbertsche Symbol liegen Eigen- 
schaften dieses Symbols zugrunde, die in den vier folgenden Sätzen 
entwickelt werden sollen. 

1. Satz. Wenn n, m zwei ganze rationale Zahlen sind und p 
eine ungerade Primzahl bezeichnet, welche in n und in m nicht auf- 
gehty so ist stets: 

Wenn ferner sowohl n als auch m nur durch die erste Potenz der 
ungeraden Primzahl p teilbar ist, so ist: 



/ n m\ 
(n, m\ ( ~~ P* ) 

VT) ^ \-~P~J' 



C.) 

Beweis A.) Es sei zunächst 

m * 1, (4) (also m = 2, 3, (4)), 

so behauptet der Satz erstens, daß die Kongruenz: 

n = x^ - my^^ (p), 
oder 

x^ — mf-n = 0, (p\ (1) 

stets durch ganze rationale Zahlen x, y lösbar ist. 

In der Tat, ist y—\ = + 1, (— ) = ± 1> so ist die Kongruenz (1) 

dadurch zu befriedigen, daß man y ^ annimmt und für x irgend 
eine Lösung der Kongruenz 

a? — n^O, (p) 
setzt. 

Ist femer f j = + 1, (— } = ± 1, so kann m = z^, (p) gesetzt 

und die Kongruenz (1) folgendermaßen geschrieben werden: 

x^ - zY - « = 0, (p). (2) 

Da n nach dem Modul p stets einer wngeraden Zahl kongruent ist, 
kann man für x und zy unmittelbar setzen: 

X ^ 5-+-i, {p) (3) 

ey = '^^y{p)' (4) 

Nun läßt sich die Kongruenz (4) offenbar immer durch eine ganze 
Zahl y befriedigen, weil z prim zu p ist, folglich ist auch die Kon* 
gruenz (1) durch ganze Zahlen x, y lösbar. 
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Ist schließlich (— ) == — 1 und (— j = — 1 , dann durchläuft das 

Produkt my* fftr die Zahlen y = 1, . , , p — 1 alle Nichtreste nach 
p zweimal. Wenn man andererseits statt x^ die sämtlichen Reste 
nach p einfuhrt^ so muß unter den Zahlen ix^ — n ebenfalls mindestens 
ein Nichtrest sein^ also läßt auch die Kongruenz (1) mindestens ein 
ganzzahliges Lösungssystem x, y zu. 

Damit ist nun bewiesen^ daß unter den Voraussetzungen des 
Satzes die Kongruenz (1) immer lösbar ist. Es ist der erste Schritt 
getan zum Beweise der Formel A) für den Fall, daß m ^ 1, (4) ist. 

Es sei jetzt andererseits m ^ 1, (4), so ist die Grundbedingung 
fär die Richtigkeit des Satzes die, daß die Kongruenz: 

oder die ihr gleichwertige Kongruenz: 

4n = (2a; + yf — niy\ {p) (1 a) 

lösbar ist. Es ist klar, daß hier genau dieselben Betrachtungen gelten, 
wie sie eben angestellt worden sind. 

Nachdem so nachgewiesen ist, daß für die erste Potenz von p 
stets eine ganze Zahl a des Körpers existiert Ton der Beschaffen- 
heit, daß 

n = n(a), 0) 

wird, fehlt zweitens noch der Nachweis, daß auch zu einer beliebigen 
Potenz p^ von p jedesmal eine ganze Zahl a existiert, für welche: 
n = M(a), (/)*) ausfällt. 

Dieser Nachweis wird geführt durch den Schluß von e — 1 auf e. 

Angenommen, es sei a^^^ a + b(o eine ganze Zahl des Körpers 

i-(j/w), für welche die Kongruenz w = «(ccj), (jf^^) erfüllt ist, so 
setzt man x =^ a -\- up'~^, y = & + vp^~ * und bestimmt zwei ganze 
Zahlen u, v derart, daß: 

n = n{x + y(o), (j>') 

wird. Für den Fall m ^ 1, (4) z. B. erhält man zur Berechnung 
von Uy V eine Kongruenz: 

2au — 2ov — T = 0, (p\ 

P 

Dieselbe ist stets lösbar, da a und b nicht beide durch p teilbar sein 

können. Wenn also eine ganze Zahl «^ existiert, so daß w = n(ai), 

(jf"^) wird, so kann man hieraus x^ y stets so berechnen, daß die 

9* 
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weitere Eongraenz n^n{x + y(o), (jf) erfiUlt ist. Gknz ähnlich 
verhält es sich im Falle w = 1, (4). 

Die Eongraenz n^n(x + yooi), (jf) läBt sich aber befriedigen 
für 6 » 1; also auch für e=^2, 3, . . ., und somit ist allgemein: 

womit die erste Behauptung des Satzes bewiesen ist. 
B.) Wenn m=^p ist, so sind die Eongruenzen: 

^ - py* - w = 0, (jp*), faUs p * 1, (4) ist, (5) 

resp. 

(2x + yy -py' - 4w ^ 0, (jpO, ^Us p^l, (4) ist, (6) 

dann und nur dann für alle ganzen positiven Exponenten e lösbar, 

wenn ( — ) = + 1 ausfallt, und unlösbar, wenn (—) = — 1 ist. Falls 

schließlich w = p ist, so sind die Eongruenzen x^ — my* — jp ^ 0, (jf) 
usw. stets dann und nur dann lösbar, wenn schon 

x^ - my^ = 0, (p) 

lösbar ist, oder wenn (—\ = + 1 ausfallt; also ist, wie es der Satz 
behauptet, 

(¥) - (V) - (?)■ 

Diese letzte Gleichung läßt sich unmittelbar erweitem auf den 
Fall, daß n oder m durch p^ teilbar ist; man findet: 

/ pti^, m \ ^ / m, pn^ \ ^ / w\ 

C.) Ist endlich sowohl m als auch n durch die erste Potenz 
von Pj aber nicht durch p^ teilbar {m ^pm^ und n =l>»i); so sind 
die in Frage kommenden Eongruenzen: 

x^ — my^ — n = 0, (jp*), 
• resp. 

(2x + yy - my» - 4w = 0, O^ 

stets und nur dann lösbar, wenn auch schon eine Eongruenz von 

der Form 

pX^ - Wi r« - Wi = 0, (p) 

lösbar ist. EUerzu ist notwendig und hinreichend, daß: 

m^T^ + n^^O, (p), 
oder 

(wi Yf + m^Wi = 0, O), 

lösbar ist, daß also ( — ^^j « + 1 wird. D. h. aber, es ist: 
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( V) - 




("i 


.), 


=-(- 


« — 1 
1) « 


S 


«, 2\ 




/2,«\ 


1 ( 


n«-l 

n 8 . 



domit ist der 1. Satz Yollstandig bewiesen. 

2. Satz. Tr<?nn m, n jeru;^ ^at20e rationolle ungernde ZaJüen sind, 
so gelten die Gleichungen: 

A.) 
und 

B.) 

Beweis. In dem Beweis für die Formel A.) handelt es sich um 
den Nachweis der Existenz von Lösungen der Kongruenzen: 

X* — my* — n = 0, (2'), wenn m ^ 1, (4) ist, (1) 

resp. 

m^ ± xy -\ — ~ - y* — w = 0, (2*), wenn w = 1, (4) ist, (2) 

und in dem Beweis für die Formel B.) um den entsprechenden Nach- 
weis bezüglich der Kongruenzen: 

^2 _ 2y« - n = 0, (2*), (3) 

und 

x^-ny^-2 = 0, (2*) (4) 

resp. x^ + xy + ^y' -2^0, (2'), (5) 

je nachdem in den beiden letzten Fallen n ^ 1, oder n=l, (4) ist. 

Man erkennt zunächst leicht, daß diese Kongruenzen für 6 » 1 alle 
lösbar sind, daß aber die Lösbarkeit für diesen Fall noch nicht hin- 
reicht als Bedingung für die Lösbarkeit in den Fällen 6 > 2. Wir 
wollen nun zeigen, daß die Kongruenzen dann für alle Exponenten e 
lösbar sind, wenn sie für 6 = 3 gelöst werden können. 

Vorausgesetzt, x ^ a, y =^h sei eine Lösung der Kongruenz: 

a;« _ ^y» _ „ = 0, (2«), (1), (3), (4) 

(indem wir hier die Kongruenzen (1), (3), (4) in naheliegender Weise 
zusammenfassen), und es sei außerdem der Ausdruck a^ — mV — n 
nicht mehr durch 2^ teilbar, so setzt man: 

x^a + 2«M, 1/ = 6 + 2«v, 
dann wird 

x^ — my^ — n^a^ — mV — n + 8 {au — mhv) + 16 {u^ — mv^), 

uad man erhalt daher: 
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x^-my^-n = 0, (2*), 
wenn die Kongruenz: 

g h aw — mov = 0, (2), 

oder: 

au - mbv + 1 = 0, (2) (6) 

befriedigt werden kann. 

Nun ergibt sich aus der Kongruenz (1) der Wert von a oder b 
und aus den Kongruenzen (3), (4) der Wert von a ungerade, daher 
ist die Kongruenz (6) lösbar. In ähnlicher Weise schließt man nun 
weiter von der Lösbarkeit der Kongruenz: x^ — my^ — w = 0, (2*), 
für e = 4 auf die Lösbarkeit für e =» 5, 6 . . . e. Bei dieser Erweite- 
rung verlangt der Fall der Kongruenz (3), mit m = 2, eine kleine 
Änderung in dem Ansatz für x, y, wie man sich leicht überzeugt. 

Durch die gleiche Schlußweise, wie sie eben für die Kongruenzen 
(1), (3), (4) angewendet wurde, zeigt man auch, daß die Kongruenzen 
(2) resp. (5) für jeden Exponenten e erfüllbar sind, falls sie schon für 
6 = 3 befriedigt werden können. Wenn a; — a, y =* 6 eine Lösung 
dieser Kongruenzen für e = 3 ist, so hat man zur Bestimmung der 

Lösung für c = 4: 

X ^ a + 8uy y = b + Sv 

zu setzen und alsdann u, v derart zu bestimmen, daß: 

resp. 

a;» + a;y + '-~-y*-2sO, (2*) 

wird. Dazu ist aber eine Kongruenz zu lösen von der Form: 

av + bu + 1 = 0, (2), 

und diese Kongruenz ist stets lösbar, da im Fall der Kongruenz (2) 
der Wert a oder b und im Falle der Kongruenz (5) sicher b ungerade 
sein muß; usw. 

Um nun vollends zu entscheiden, für welche Werte w, n die 
Kongruenzen (1) bis (5) zu jedem Exponenten e lösbar sind, genügt 
es daher, wenn man in den Kongruenzen: 

x^-my^ — n = 0, (8), 
resp. 

rc» + ^y + ^y«-n = 0, (8) 

für m und n alle Kombinationen der Zahlen 1, 2, 3, 5, 7 durch- 
probiert. (Vgl. übrigens hierzu noch den Beweis von Satz 3.) Um jedoch 
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gleich eine für den nachfolgenden Satz notwendige Tatsache abzu- 
leiten^ ist es zweckmäßig, auch noch m, n ^ 6 zu setzen. Man er- 
hält alsdann die folgende Tabelle^ welche so angeordnet ist, daß in 
der ersten Spalte die Zahlen m von 1 bis 7 aufgeschrieben sind^ und 
in der zweiten Spalte diejenigen Werte n von 1 bis 7, für welche 
die entsprechende Kongruenz unter (1) bis (5) lösbar ist. 



m 



n 



1 


^7 


2, 

2, 


3, 


5, 


6, 


7 


2 


7 









3 


•*•? 


5, 
3, 


6 






5 


■••; 


5, 


7 




6 




3, 


6 








7 


2, 


5 









Aus dieser Tabelle bestätigt man, daß für ein ungerades n und 
ein ungerades m: 



A.) 



(-'."•) = (- 1) 



M — 1 m — 1 



ist. Femer wird für ein ungerades n: 

fi- ) - (V^ - + 1 oto - 1, 

je nachdem n = ± 1, (8), oder n = ± 3, (8) ist. Man kann dieses 
Resultat in der Formel ausdrücken: 

B-) (V) - (V) = (- 1)""^- 

Die eben aufgestellte Tabelle mag gleich benutzt werden zur 
Diskussion der Fälle, wo p = 2 ist und m oder n bezw. m und n 
gerade Zahlen sind. 

3. Satz. Wenn m, n, m^, n^ gcmze rationale ungerade Zahlen 
shidj so ist: 



A.) 
B.) 

C.) 



(^) - (V) m 



/2n,, 2mA ^ / —m^n^, 2mA 



n* — 1 n — 1 fiii — 1 



2 1 
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Beweis A.) Man erkennt vorerst wieder auf ähnliche Weise 
wie beim yorhergehenden Satze, daß die Kongruenz: 

X« - 2m^y^ - w = 0, (2*) 

stets und nur dann erfüllbar ist, wenn sie für 6 » 3 bestehen kann. 
Es genügt daher für 2m| und n, die Zahlen in der angeschriebenen 
Tabelle zu nnehmen. Man verifiziert danach leicht die Gültigkeit der 
Gleichung: 

oder es ist wirklich: 

A.) c-i^) == (V) ("•.^)- 

Denn es ist \--J] = + 1, wenn m^ = 1, (8) und w = ± 1, (8) ist, 
oder wenn w^ = 3, (4) und w = 1, (8) bezw. w = 3, (8) ist. 

B.) Um den Wert des Symbols (- « ) ^^ bestimmen, hat man 
die zwei Fälle zu unterscheiden: m = 3, (4) und m = 1, (4). 

B, 1.) m = 3, (4). Das Hilbertsche Symbol hat den Wert + 1, 

wenn die Kongruenz 

x^ - my^ - 2ni = 0, (2') 

für alle Exponenten e lösbar ist. Dies ist auch hier wiederum der 
Fall, wenn die Kongruenz für e =» 3 durch ganze rationale Zahlen 
befriedigt werden kann, da die Kongruenz gegebenenfalls sicher nur 
durch ungerade Werte x, y zu lösen ist. 
Aus der Tabelle ergibt sich nun: 

wenn n^ = 1, (4) und w = ± 1, (8) ist, oder wenn »i = 3, (4) und 
m = 1, (8) oder m = 3, (8) ist; diese Formeln zusammen mit den Werten, 

für welche l — ^^ — j « — 1 ausfällt, lassen sich vereinigen zu dem 

Ausdruck: 

(-"•,' -) - (- 1)" 

oder es ist: 

B, 2.) »t = l, (4). Unter dieser Voranssetzung ist zu unter- 
suchen, ob die Kongruenz: 

a^ + ajy + ^-y»-2f»,sO, (2«), (1) 



m* — 1 n. — 1 m — 1 
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oder anch: 

(2x + y)« - my« - 8 wi ^ 0, (2'+ *) (1 a) 

auflösbar ist; diese Eongraenz kann man schreiben: 

X> - m r« - 8»! = 0, (2*0. (2) 

Die letzte Kongruenz ist stets lösbar für e^ == 2; sie ist femer 

lösbar für e^ = 3, wenn 

X»-mF* = 0, (8) (2 a) 

durch ganze rationale Zahlen befriedigt werden kann. Umgekehrt ist 
aber die Kongruenz (2) für e^ = 4 und ßj > 4 nur lösbar, wenn 
Xj Y solche ganze Zahlen sind, daß zwar • 

X^-mY\=0, (8), aber nicht X^-mY^ = 0, (16) 

ausfallt. D. h. X, Y dürfen keine geraden Zahlen sein, und daraus 
folgt, daß die Kongruenz (2a) nur noch für m = l, (8) Lösungen 
besitzt. Es gibt insbesondere dann zwei ganze rationale Zahlen x, y, 
welche die ursprüngliche Kongruenz (1) befriedigen. Wie in den 
vorausgehenden Fällen folgt nun weiter, daß die Kongruenz (2) für 
jedes e^ bezw. (1) für jedes e lösbar ist, falls die Bedingung m ^ 1, (8) 
erfüllt ist. Auf die Beschaffenheit von n^ kommt es für den vor- 
liegenden Fall nicht an; man erhält einfach: 

^ 2n,^, m^ _ + 1^ ^enn m ^ 1, (8), 

(— 2'— 7 "^ "" 1^ wenn w = 5, (8) ist, 

oder es ist unter Berücksichtigung der bisherigen Resultate, und 
wegen m ^ 1, (4): 

(^^)-(-i)^=(V)(^)- 

Faßt man nun die beiden Möglichkeiten m = 1, m = 3, (4) zu- 
sammen, so ist beide Mal: 

C.) Der Wert des Symbols (— * V"^) ^^^^ *^ ^^^ ^®^ Eigen- 
schaften der Kongruenz: 

x^ - 2miy» ~ 2wi = 0, (2*). (1) 

Diese Kongruenz ist lösbar für alle Werte von e, für welche auch 

die Kongruenz 

2fn^x^ - {2m^yY - ^m^n^ = 0, (2^+ ^) (la) 

lösbar ist. Hieraus ergeben sich aber x und 2m^y stets gerade; sub- 
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stituiert man daher: x ^ 2X, m^y ^ Yy und dividiert die ganze Kon- 
gruenz durch 4:, so erhält man anstelle der Kongruenz (1) die folgende: 

r« - 2wiX» + m^n, = 0, (2*-i). (Ib) 

Nun entspricht jeder Lösung der Kongruenz (1) eine Lösung 
von (Ib) und umgekehrt. 
Daher ist: 

womit jetzt alle drei Formeln des Satzes bewiesen sind. 

4. Satz. Wenn m, n, m^y n^ beliebige gange rationale Zahlen ohne 
quadratische Faktoren sind und wenn p eine rationale Primzahl bedeutet, 
so gelten die Gleichungen: 

B.) (V) - (¥) 

C) /^^li ^\ ^ (^^ ^\ / ♦*! 1 W \ 

Beweis A.) Die Gleichung A.) ist selbstyerstandlich richtig, da 
— m die Norm Ton Ym ist und daher für jede Zahl p die Kongruenz: 

— m = w {Vm), Cp*) 

gilt. 

B.) Die Formel B.) gilt erstens für ein ungerades p. Denn wenn 
n und m zu 29 prim sind, so ist (- -) =*= {— — ) = 1- Ist aber w oder 
m durch p teilbar, so ist: 

und 

(^)-(f). (^)-(7)' 

wenn schließlich m und n durch p^ teilbar sind, so ist: 



/ mn\ 



p / \ p / \ p / 
Zweitens gilt die Formel B.) auch für |> =» 2. Aus dem dritten 
Satz folgt dies unmittelbar für die Falle, wo mindestens eine der 
beiden Zahlen m, n ungerade ist. Sind aber beide Zahlen m und n 
gerade^ so ist: 



— »»1 n^ — 1 nii — 1 
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und 
Da nun: 

und 

(=^'-^) = (- 1)" 

ist, und da stets (wie man durch Einsetzen der Werte m^ = ± 1, 
Wj = ± 1, (4) erkennt): 

ausföllt^ so gilt die Formel B.) auch für p ^^2, folglich ist sie ganz 
allgemein gültig. 

C.) Die Formel C.) gilt zunächst wieder für ein ungerades p. 
Falls nämlich nn^ prim ist zu p^ so hat man entweder: 

falls nämlich auch m durch p nicht teilbar ist, oder: 

für m = pm^ Analog verhält sich die Formel, wenn nn^ durch p teil- 
bar ist. 

Nimmt man p =^ 2, so folgt die Formel C.) aus dem dritten Satz, 
und aus der Tatsache, daß für ungerade m, n, n^: 

und 

ist^ wie man leicht beweist. In der Tat ist: 

wegen der Voraussetzung über n, n^ ist aber: 

"-^•^^-^ ^0, (2), 

daher gUt die Kongruenz: 

n— 1 , Wi— l _ nn, — 1 .„. 
~2' ■! 2 — = 2~~' '^ >*' 
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und hieraus folgt: 

Die Gleichung: 

("-^')-(V)(^). 

ergibt sich durch direkte Berechnung, wenn man noch bedenkt, daß 
die Kongruenz besteht: 

♦»• V--1 — *** — ^ 1 ^1*— ^ /9\ 
"8 = "~8 ^ 8 ' W- 

D.) Die Formel D.) endlich beweist man, indem man, von dem 

Symbol (— ~j ausgehend, zuerst die Formel B.), dann die Formel C.) 

und schließlich auf jeden Faktor nochmals die Formel B.) dieses 
Satzes anwendet. 

Berücksichtigt man noch, daß (**'— j — « + 1 ist fiir jede Prim- 
zahl jp, wenn n die Norm einer ganzen Zahl a des Körpers k (Ym) 
ist, so ergibt sich insbesondere aus dem 4. Satz auch die Gleichung: 



/n • n(a)^ m\ /n, m\ 



28. Das Oharakterensystem eines Ideals. 

Wenn a eine ganze rationale Zahl ist, und wenn femer 2^, l^ . . ,1^ 
die voneinander verschiedenen rationalen Primzahlen bezeichnen, welche 
in der Diskriminante d eines Korpers k{ym) aufgehen, dann nennt 
man nach dem Vorgang von Gauß die Gesamtheit der i Einheiten ± 1: 

(fl (\-) • • • (V)' 

das Charäkterensystem der TjoHI a im Körper Ä(")/m). 

Will man nun diese Definition auf Ideale eines Zahlkörpers er- 
weitem, so hat man reelle und imaginäre Körper zu unterscheiden. 
Als eine zweckmäßige Ausdehnung der ursprünglichen Definition er- 
weist sich die folgende Festsetzung^): 

Ist a ein Ideal eines imaginären Körpers X;(]/m), so kann 
n » n(a) stets als positive Zahl vorausgesetzt werden, und man be- 
zeichnet als Charäkterensystem des Ideals a im Körper Ä;(]/m) die 
Gesamtheit der r = f Einheiten ± 1 : 



1) Vergl. Hilbert, Zahlbar. § 66, S. 291. Eine andere Definition des 
CharakterensystemB ist in der Anmerk. S. 173 erwähnt. 
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(V)' (¥)•■■ (t)- 



Ist dagegen a ein Ideal eines reellen Körpers k(ym), so stellt 
man zuerst das Charakterensystem E der Zahl — 1 in diesem Körper 
anf^ und unterscheidet dann zwei Fälle: 

1. Das Charakterensystem E besteht aus lauter positiven Einheiten. 

2. Das Charakterensystem E enthält positive und negative Einheiten. 
Im ersten Fall ist n = n(a) positiv^ und man bezeichnet die 

Gesamtheit der r(» t) Einheiten, welche das Charakterensystem der 
Zahl n bilden, als das Charakterensystem des Ideals a. 

Im zweiten Fall sei etwa l^ eine Primzahl, für welche 

(=v^)— > 

ist; dann wählt man in « =» ± w(a) dasjenige Vorzeichen + oder — , 
für das 

wird, setzt r ^ t— 1 und bezeichnet als Charakterensystem des Ideals a 

im Körper Ä;(")/w) die r Einheiten: 

/n, m\ (n, m\ /«, m\ 

\~i^h It"/ * ' ' VW ' 

Das Charakterensystem eines Hauptideals besteht nach der all- 
gemeinen Definition offenbar aus lauter positiven Einheiten. 

Beispiele. 1. Imaginärer Körper ä()/— 21), d = — 84. 

Für die Aufstellung eines Charakterensystems kommen in Be- 
tracht die Primzahlen Z^ =- 2, Z, «- 3, Zg = 7. Z. B. ergibt sich ftir 
die Zahl ~ 1: 

femer für die Zahl 3: 

(!^)__,, (!^)_(1)- + ,. (4 -.) . (1) _ _ .. 

Für das ambige Primideal (2, 1 + )/— 2l) ist n = 2 , und man 
erhalt als Charakterensystem: 

p. -i) _ _ ,, (!^) _ (I) __ ,, (?.^H) _ + X. 

Schließlich sei noch a ^ (ö, 3 +V— 2l) n == 5, dann ergibt sich: 
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(5^).l, (t^)_(|)__i, (L_7_ll) _ (±) _ _ , 

Für irgend ein Hauptideal (a) ist das Charakterensystem offenbar 

+ 1, + 1, + 1. 

2. Beispiel. Reeller Körper k (]/34) , c? = 136 und l^ = 2, ?j = 17. 
Zunächst braucht man das Charakterensystem von — 1; es wird: 

1-1 1-1 17-1 

Hi-'^) - (^) - + 1. 

man hat also r = ^ = 2 zu nehmen. 

Für ein Hauptideal ergibt sich als Charakterensystem stets: 

+ 1, + 1. 

Für a — (3, 1 + 1/34) ist n = + 3 zu nehmen^ dann wird das 
Charakterensystem von a: 

3. Beispiel. BeeOer Körper k (Ybl) , d = 204, \ = 2, ?, = 3, 
^ = 17. Das Charakterensystem der Zahl — 1 ist: 

Wir setzen daher jetzt Z3 = 3, r = 2, und bekommen als Charakteren- 
system eines Hauptideals +1, +1. 

Sei nun femer a = (5, 6 + V^6l) , so wird 

r^) - (I) - (^) = + '. 

wenn n = — 5 genommen wird. Man erhält dann für das Ideal a 
als Charakterensystem: 

Eine unmittelbare Folgerung aus der Definition des Normenrest- 
Symbols und des Charakterensystems eines Ideals ist nun der fol- 
gende Satz. 

Satz. AUe Ideale einer und derselben Idedüdasse haben dasselbe 
Charakterensystem. 

Beweis, a und b seien zwei Ideale des Körpers Ä;(]/m), welche 
derselben Idealklasse angehören. Dann gibt es also zwei ganze 
Zahlen a, ß des Körpers^ so daß die Beziehung gilt: 

(a)a = (/J)b. (1> 
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Bezeichnet n(a) bezw. n(ß) die Norm der Zahl a resp. der Zahl ß 
und setzt man der Definition für das Gharakterensystem eines Ideals a 

entsprechend: 

JV=±n(aa), JVi = ±n(/Jb), 
also 

und 

n^±n{a), w^ « ± n(b), 

so gilt ftir alle Primzahlen p, insbesondere für p ^l^ 2, ... l^\ 

/Nj_m\ ^ M«)2_wi\/w, w\ ^ /fi, m\ 
und 

sonach mit Rücksicht auf die Gleichung (1) oder N == N^: 

(%') - (V") 

für p ^lif ... ?^. Der Satz ist also richtig. 
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Es liegt nahe^ nach diesem Satz alle diejenigen Klassen, welche 
dasselbe Charakterensystem besitzen, zu einer Gruppe zu yereinigen; 
man sagt alsdann, diese Klassen gehören einem Geschlecht an. Das- 
jenige Geschlecht, welches die Hauptklasse enthält, möge insbesondere 
das Hauptgeschlecht heißen. Sein Charakterensystem besteht aus lauter 
positiven Einheiten. In bezug auf die Zahl der Idealklassen, welche 
einem Geschlecht angehören, kann man nun folgenden Satz beweisen: 

Satz. Die Geschlechter, auf welche sich die Idealklassen des 
Körpers Ä;(V'm) verteilen^ enthalten alle die gleiche Anzahl Idealklassen. 

Beweis. H^, H^ ... H^ seien die Klassen aus dem Haupt- 
geschlecht des Körpers. Ist damit die Anzahl der Idealklassen noch 
nicht erschöpft, so sei K eine Klasse, welche diesem Geschlecht nicht 
angehört. Dann sind 1.) die Klassen KH^, KH^ . . . KH^ Ton- 
einander verschieden, und sie haben 2.) alle ein und dasselbe Charakteren- 
system, oder sie gehören einem Geschlechte an. In der Tat, wenn 
h ^i ' ' ^f Ideale aus den resp. Klassen K, H^ ... H^ sind, so ist 

1. j^i nicht äquivalent jl^^, 

weil sonst \^^ <^ 1^, ^^^^ müßte, also ist auch KH^ 4° KH^- 
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2 FQr die XcpnDenmtejmbole gilt za allm Werten J^, /^: 

üBw. fQr ^, ^ . . . ^^. Es haben daher aUe Klassen KH^, KH^ . . . KHjr 
dasseUie CharakterensTstem. Ist nun mit den Klassen H^y H^ . . . H^y 
KH^ . , , KHy die Gesamtheit der IdeaUdassen erschöpft so ist der 
Hatz bewiesen. Im anderen Fall sei L eine Klasse, welche nicht 
unter den anfgef&hrten Klassen schon enthalten ist, dann kann zu- 
nächst das Charakterensjstem der Klasse L nicht mit dem des Haupt- 
geschleehts^ sodann aber auch nicht mit dem Charakterensjstem 
der Klassen KH^y . . . KHy übereinstimmen. 

L kann nicht dem Hauptgeschlecht angehören, da ja die Klassen 
denselben zuerst in Tollstaudiger Weise ausgesucht waren. 

Es sei nun 1 ein Ideal der Klasse L und j ein Ideal der Klasse K 
(bezw. KH^y wenn H^ die Hauptklasse ist), und es bezeichne (t) ein 
Hauptideal, welches durch j^ teilbar ist; dann existiert ein Ideal a des 
Körpers derart, daß 

wird, und es ist also: 

/±n(il), m\ _ / +n(l), m \ 
/± n(l), m\ _ /± n (j), m\ /± n{(i), m)\ 

(für i = 1, 2, . . . r). 



e 



Angenommen nun, es besäße L dasselbe Gharakterensystem wie 
Kf resp. KH^j so müßte 

sein für i » 1, . . . r. Dann würde a einer der Klassen des Haupt- 
geschlechtes anhören, oder es wäre: 

L - KH,, 

L müßte also entgegen der Voraussetzung unter den angeführten 
Klassen schon enthalten sein. 

Die Klassen KH^, ... KH^ und nur diese gehören wieder einem 

Geschlecht an. Dasselbe läßt sich in genau analoger Weise von den 

neuen Klassen 

LH^y • . . LHf 



29. Einteilnng der Idealklassen in Geschlechter. 145 

zeigen^ und es ist klar, daß durcli die Fortsetzung des angefangenen 
Prozesses die Idealklassen sämtlich erschöpft werden, womit der Satz 
bewiesen ist. 

Aus diesem Satz kann schon eine sehr wichtige Folgerung ge- 
zogen werden: 

Enthält die Diskriminante eines Körpers X;(]/m) nur eine einzige 
Primzahl, so ist die Anzahl der Idealklassen ungerade, und das 
Charakterensystem einer Klasse besteht nur aus der einzigen Zahl + 1 
oder — 1. Danach wären nun überhaupt nur zwei Geschlechter mög- 
lich, weil aber die Klassenanzahl ungerade ist, so müssen die samt- 
liehen Klassen einem einzigen Geschlecht angehören, dessen Charakteren- 
System -f 1 oder .— 1 ist. Idealklassen, die das Charakterensystem 
— 1 resp. + 1 besitzen, gibt es nicht. 

Dieser FaU ist ein Beispiel für einen viel allgemeineren Satz, 
zu dessen Ableitung der folgende Satz die Grundlage bildet: 

Satz. Sind n und m zwei quadratfreie ganze rationale Zahlen, 
die nicht beide negativ sind, so ist 

P 

wenn das Produkt auf der linken Seite über sämtliche positive ratio- 
nale PHmzaJUen p erstreckt wird. 

Beweis. Zunächst ist für jede ungerade Primzahl p, welche 
weder in n noch in m aufgeht. 



M _ + 1. 



Wenn n und m positive ungerade und teiler&emde Zahlen sind, 
so bleiben danach bei der Berechnung des Wertes von: 

p 
außer p == 2 nur diejenigen Primzahlen p zu berücksichtigen, welche 

in n oder m aufgehen; nach Entwicklung des Produktes JJ behält 
man einfach: "" 

mf) - (-.-) ■ (s) ■ ■ ■ ö ■ (^) ■ • ■ © 

p 
übrig, wo Pi, j?2, ... resp. g^, q^ ... die voneinander verschiedenen 
Primzahlen sind, welche in n resp. in m aufgehen. 

Nach dem allgemeinen Jacobischen quadratischen Reziprozitäts- 
gesetz (vergl. S. 122) ist aber: 

Sommer, Zablentheorie. 10 
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«—1 m— 1 



(l)(v)-(s-)(i)--(s:)-©--(f)-(-')" 

da andererseits auch 



S 8 

7 



n— 1 m— 1 



ist, 80 erhält man schließlich als Resultat dieses einfachsten Falles: 

n— Im — 1 « — Im — 1 

Sind jetzt femer m und n wieder ungerade teilerfremde Zahlen 
und ist m positiv^ dagegen n eine negative Zahl etwa gleich — n^, 
so daß also n^ positiv ist, so ergibt sich: 

p 

hierin ist der letzte Faktor wieder + 1, ii^hrend für den ersten Faktor 
nach den allgemeinen Sätzen über das Hilbertsche Symbol, und unter 
Berücksichtigung des Jacobischen Reziprozitätsgesetzes die Oleichung 
giU: 

n (=^) - (^4^) (=i^) • 

p 

Es ist aber: 

m— 1 / H\ m— 1 

■ (izl^) = (_ 1)— . (=i) = (_i)^, 

also wird auch hier wiederum: 

n if) - + '• 

Falls andererseits m negativ gleich — m^, dagegen n positiv ist, gelten 
nach dem Vertauschungssatz für das Hilbertsche Symbol die Glei- 
chungen: 

27 i"^) - n ("-^-) - + ■■ 

P P 

Sind femer n, m ungerade Zahlen^ die nur einen gemeinsamen 
Primfaktor r enthalten, und setzt man w=»r-Wi, n=«rti|, so wird: 

lT(%'")-(T)(=^)(i)(?)-+i- 

p 
Genau ebenso erledigt sich der weitere Fall, daß die ungeraden 
Zahlen n, m nicht einen, sondern mehrere Primfaktoren r, ^ . . . ge- 
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mein haben. Es bleiben daher nur noch die Fälle zu betrachten, 
in denen eine oder beide Zahlen m und n den Faktor 2 enthalten. 

Es sei erstens m ungerade und n gerade, etwa n » 2ni, dann 
gelten folgende Gleichungen: 

p p p p 

da aber alsdann unter Benutzung des Jacobischen Symbols: 

m« - 1 in* - 1 



n(T^)-(¥)-(i)-(-i)"^ •(-!)■ 



_ _ 8 =+1 

p •'-''•' ^' 

P 



wird, so ist auch jetzt wieder: 

/7(^)-+i- 

P 

Ist zweitens n ungerade und m gerade, m ^ 2fn^, so folgt durch 
Zuhilfenahme der für alle Falle geltenden Umkehruugsformel: 

wiederum: 



n(^)-"- 



P 
P 



Wenn schließlich n und m gerade sind, etwa n = 2mi, i» == 2W|, 
so ist: 



p 



n (*T^) - n (V) n ( v^) - n (V) • 

p p p p 

In dem übrig bleibenden Produkt bleibt aber allein noch das Ver- 
halten der Zahl p — 2 zu untersuchen, da ohnehin für alle anderen 
ungeraden Primzahlen p: 

(¥) - + • 

ist. Nun ist aber im Körper i{y2) die Zahl 2 die Norm der ganzen 
Zahl 2 + y2, d. h.: 

(V) - + ■. 

also ist auch für den letzten Fall: 

10« 
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7T(^^Hr^' = + i' 



und es ist somit der Satz in allen Teilen 

Zar Gültigkeit des Satzes ist wirklicli notwendig, daß wenigstens 
eine der beiden Zahlen f?, m, positiv ist. Sind n und m negative Zahlen, 
etwa w =» — Wj, w = — iWj, so dafi «j, iWj positiv sind, dann dürfen 
wir nach den bisherigen Ergebnissen schreiben: 

'-n(^'^-)/7l^)-(^H-")- 

Weil aber: 

(_-_y.i) _ _ , 

int, so gilt also für zwei negative Zahlen n, m die Gleichung: 

n(V")— '■ 

p 
Aus dem vorstehenden Satz folgt nun eine Bemerkung, welche 
für die Untersuchung über die Geschlechter ganz fundamental ist. 

Ist nämlich n(j) die Norm eines Ideals in dem Körper A;(ym), 
so ist laut Definition für die Berechnung des Gharakterensystems des 
Ideals j: n » n(j) stets positiv zu nehmen für em negatives m, also 
ist für n und m die Bedingung des vorhergehenden Satzes erfüllt, 
daß wenigstens eine der beiden Zahlen n, m positiv ist. 

Ist m positiv, so kann zwar « == ± w(i) negativ oder positiv wer- 
den, aber es gilt doch wieder die Voraussetzung des vorhin bewiesenen 
Satzes, d. h. es ist stets: 

fj(5i=)-+i. 

p 

Es sei nun n » ± n(j) die Norm eines Nichthauptideals, das, 
unbeschadet der Allgemeinheit, als frei von rationalen Faktoren vor- 
ausgesetzt werden darf. Dann kann man setzen: 

^ - m-^) = n (f) ■ 

p p 

wo nunmehr das mit 11' bezeichnete Produkt rechts bloß über die 
Primfaktoren von n resp. m und außerdem etwa noch p = 2 (falls m 
und n ungerade sind) zu erstrecken ist. 

Bezeichnen g|, 9s> . . . ^^ die ungeraden Prim&ktören von n^ 
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welche nicht zugleich in m aufgehen, so ist nach der Voraussetzung 
über n, wonach es die Norm eines Nichthauptideals ist: 

und es bleibt daher die Gleichung übrig: 

n (¥) - + '- 

p 

indem jetzt das Produkt 77 nur noch genommen ist über alle Prim- 
faktoren p von m und ev. außerdem p = 2. 

Wenn / / ( ' - ] das Produkt bezeichnet, welches erstreckt ist 

p 
über alle und nur über die Primfaktoren p der Diskriminante des 

Körpers Je (Ym) , so ist nun bewiesen, daß: 

nT¥)-+' 

p 
wird, wenn w = 3, (4) oder w = 2, (4) ist. 

Ist andererseits m = 1, (4), so ist nach derselben Bezeichnung: 

'-ni¥)'('")n'('jy 

p p 

Die Zahl n (als Norm eines Ideals) enthält den einfachen Paktor 2 

nur, wenn 2 in k{ym) zerfällt, d. h. wenn also ^ = 1, (8) ist. Mit 

-^-j auf S. 133 und 135 erhält man 
darum für gerades und ungerades n 

m-r) - + '■ 

p 
Berücksichtigt man noch, daß das Charakteren System für alle 
Hauptideale aus lauter positiven Einheiten besteht, und beachtet man 
femer, daß das Produkt 77" als Faktoren die sämtlichen Größen 

/_\. _\ enthält, welche das Charakterensystem des Ideals j bilden, so 

kann man das Resultat der bisherigen Betrachtungen so formulieren: 
Satz. Das Produkt aller r Einheiten des CJmrakterensystems ehies 
beliebigen Ideals ist stets gleich + 1. Oder: Ein System von r Ein- 
lieiten ± 1 kann nur dann das Charakterensysiem elftes Körperideals 
darstellen, wenn das Produkt der r Einheiten gleich + 1 ist 

Die Anzahl der denkbaren Charakterensysteme ist 2'', nämlich 
ebenso groß wie die Anzahl der voneinander verschiedenen Anord- 
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nimgen der Einheiten + 1 ^uid — 1 auf r Stellen. Die Anzahl dieser 
Anordnungen für ii^nd eine Zahl n hestimmt man durch den Schluß 

von e auf e + 1: Für 6 = 1 gibt es zwei Anordnungen { ]_ ^ . Wenn 

es für e Einheiten N voneinander verschiedene Anordnungen gibt, so 
erhalt man die samtlichen Anordnungen für e + l Einheiten oflPenbar. 
indem man jeder der N Reihen zuerst + 1 und dann — 1 beifügt, 
wodurch also für e + 1 Einheiten 2 • N Anordnungen sich ergeben. 
Man schließt daher durch Induktion, daß ^»2" wird für die An- 
ordnungen der Einheiten ± 1 zu n Stellen. 

Enthalten die N Anordnungen von e Einheiten N^ resp. N^ 
Reihen mit einer geraden resp. ungeraden Anzahl negativer Einheiten, 
so enthalten die 2 ^ Anordnungen von e + 1 Einheiten offenbar 
N^ + Ni'^ N Reihen mit einer geraden und ebensoviele Reihen mit 
einer ungeraden Anzahl negativer Einheiten. Das Produkt der e + 1 
Einheiten in diesen Reihen ist also + 1. Natürlich gilt dieses Re- 
sultat für die Zahl n oder eine beliebige Zahl r selbst, d. b. unter 
den sämtlichen möglichen Anordnungen der Einheiten ± 1 zu r Stellen, 
enthält genau die Hälfte eine ungerade Anzahl negativer Einheiten. 
Unter den 2** Anordnungen von r Einheiten sind die Hälfte so be- 
schaffen, daß das Produkt der Einheiten + 1 ist, und diese An- 
ordnungen sind diejenigen^ denen allein mögliche Charakterensysteme 
oder mögliche Geschlechter entsprechen. 

Man kann daher den Satz aussprechen: 

In einem quadratischen Körper hi^m) gibt es höchstens 2^~* Ge- 
schlechter. 

Es ist sicher, daß der Hälfte der denkbaren Charakterensysteme 
keine Geschlechter entsprechen können; die Frage aber, ob nun allen 
bleibenden Charakterensystemen, deren Produkt + 1 ist, auch wirk- 
lich Geschlechter entsprechen, ist damit nicht entschieden und bedarf 
der weiteren Untersuchung. In der Tat läßt sich beweisen, daß 
genau 2^^^ Geschlechter in dem quadratischen Körper existieren. 
Zu diesem Nachweis ist vor allem eine sorgfältige Untersuchung der 
Eigenschaften der ambigen Klassen des Körpers erforderlich. 



80. Die ambigen Klassen. 

Wenn a und a' zwei konjugierte Ideale eines quadratischen Zahl- 
körpers sind, so bestimmen dieselben im allgemeinen auch zwei ver- 
schiedene (reziproke) Klassen des Körpers. Diejenigen speziellen 
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Klassen des Körpers, wie die Hauptklasse, welche ein Nichthauptideal 
a und sein konjugiertes Ideal a' zugleich enthalten, heißen ambige 
Klassen. 

Jedes Ideal j einer ambigen Idealklasse ist alsdann äquivalent mit 
seinem konjugierten Ideal, d. h. es ist: 

> • / 

Das Quadrat A^ einer ambigen Klasse Ä ist stets die Haupt- 
klasse, und umgekehrt, wenn das Quadrat einer Idealklasse die Haupt- 
klasse ist, so ist diese Klasse ambig. 

Offenbar sind alle diejenigen Klassen ambig, welche ambige Ideale 
enthalten, es ist aber auch denkbar, daß es ambige Klassen gibt, 
welche keine ambigen Ideale enthalten. 

Um die Anzahl der voneinander verschiedenen ambigen Ideal- 
klassen des Körpers zu finden, verfährt man so, daß man zunächst 
die Anzahl derjenigen verschiedenen Idealklassen bestimmt, welche 
ambige Ideale enthalten, und dazu die Anzahl der ambigen Klassen, 
welche selbst keine ambigen Ideale enthalten, hinzufügt. 

Nach dem Satz über die Idealteiler der Körperdiskriminante ist 
jede Primzahl, welche in der Diskriminante aufgeht, gleich dem 
Quadrat eines ambigen Primideals. Bezeichnen daher Z^, ... l^ die 
sämtlichen voneinander verschiedenen rationalen Primfaktoren der Dis- 
kriminante und (^, ... I^ die resp. Primidealteiler dieser Primzahlen, 
so hat man damit t verschiedene ambige Primideale. 

Die Produkte von je zweien, je dreien usw. (verschiedenen) dieser 
Primideale sind wieder ambige Ideale, und da man, abgesehen von 

dem Produkt der sämtlichen Ideale I^, welches gleich (/m) ist, 



derartige Produkte, die Primideale selbst mitgezählt, bilden kann, so 
hat man in dem quadratischen Körper 2' — 1 verschiedene ambige 
Ideale, oder 2', wenn das Ideal (1) dazu gerechnet wird. 

Um die Anyjibl der verschiedenen ambigen Klassen, welche diese 
ambigen Ideale bestimmen, zu erhalten, hat Herr Hilbert zunächst 
den Begriff der tmabhängigen ambigen Klassen eingeführt: 

Definition. Ein System ambiger Klassen heißt ein System von- 
einander unabhängiger ambiger Klassen, wenn keine Klasse sich durch 
das Produkt irgend welcher Potenzen der anderen Klassen des Sy- 
stems ausdrücken läßt und wenn keine imter ihnen die Hauptklasse ist. 

Für die ambigen unabhängigen Klassen, welche aus den ambigen 
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Primidealen des Körpers hervorgehen, gilt jetzt der folgende funda- 
mentale Satz: 

Satz. Die t ambigen Primidealey welche in der Diskriminanle 
eines quadratischen Körpers ki^ni) aufgehen, hestimtnen 1.) im Falle 
eitles imaginären Körpers stets t — 1 unabhängige ambige Klassen, 
2.) im Falle eignes reellen Körpers t — 2 oder t — 1 unabhängige ambige 
Klassen, je nachdem die Norm der Grundeinheit des Körpers + 1 oder 
— 1 ist. Ben beiden Fällen entsprechend gibt es in diesen Körpern ent- 
weder 2'""^ oder 2'~* resp. 2'~^ verschiedene ambige Klassen mit ambigen 
Idealen. 

Beweis. 1.) Zunächst möge hi^rn) einen hnaginä/ren Körper be- 
deuten. 

Für h{y^^) ist: 

d^-A, i, = 2, t^l, 
das einzige ambige Ideal des Körpers ist: 

t, = (i + ]/-i)~i, 

es existiert also eine ambige Klasse: die Hauptklasse. 

Für h{Y-2) ist 

d 8, ^1= 2, t= 1, 

und da 

i, = (y-"2) ~ 1 

ist, so ist also wieder keine unabhängige ambige Klasse vorhanden. 
Das gleiche ergibt sich für h (]/— 3). 

Die beiden Körper h ()/— l) und k ()/— 3) sind die einzigen ima- 
ginären Körper, in denen Einheiten existieren, die von + 1 ver- 
schieden sind. Für jeden anderen imaginären Körper h (l/w), für den 
I w : > 5 ist, sind ±^ 1 die einzigen Einheiten. 

Es sei (a) = (x -{- yo) ein ambiges Hauptideal des imaginären 

Köi*pers Ä*(Vm), so muß 

x + ym^ B'{x + yG/) 

sein, wo e eine Einheit des Körpers bedeutet. Ist nun , w | > 3, dann 

müßte entweder 

X -h ycD = x + y(D' (1) 

oder 

X + y(o ^ — X — y(o (2) 

sein. 

Die Gleichung (1) ist überhaupt nur möglich, wenn y = und 

X gleich einer beliebigen ganzen rationalen Zahl a gesetzt wird. 
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Die Grleichang (2) dagegen liefert 

1. für a> = Ym: x = 0, y = &, spez. y = 1, 

2. furo = ^+2!^: X &, y-2&, 

woraus folgt, daß 

■ (1),. (v^) 

die einzigen ambigen Hauptideale des Körpers sind. 

Ist nun m = 1, (4), oder w = 2, (4), so wird da» Produkt aller 
im Körper vorhandenen ambigen Ideale ein Hauptideal: 

Iil,...l,-(yw); 

falls aber m = 3, (4) ist und Ij das in (2) aufgehende ambige Prim- 
ideal bezeichnet, wird: 

Ig Ig ... I^ = (")/m). 

In beiden Fällen läßt sich also eines von allen den in ()/m) auf- 
gehenden Idealen, etwa t^, durch (]/nt) und die übrigen Ideale aus- 
drücken, so daß man jedesmal höchstens t - 1 unabhängige ambige 
Kiassen bekommen kann. 

Es kann aber auch niemals eine Äquivalenz gelten von der Art: 

Ii ~ Ijls . . . I^, 
wenn m^ 1 bezw. w = 2, (4) ist, oder von der Art: 

Ig ~ Ig ... l^, 

wenn m = 3, (4) ist, für v ^t — l, denn es müßte alsdann 

Ijlj . . .I^~ 1, 
resp. 

tjlj . .. l^~ 1 

sein, was nach der zuerst gemachten Bemerkung über die im Körper 
vorhandenen ambigen Hauptideale nicht möglich ist. Daher erzeugen 
die t — 1 Ideale I^, I2J • • • I«_i ebensoviele unabhängige ambige 
Klassen. 

Bildet man jetzt femer die Produkte der t — 1 Primideale 
Ii, Ig, . . . lt_i zu je zweien, je dreien usw. usw., so entsteht ein 
System von 2'""^—! ambigen Idealen, in dem keine zwei Ideale 
äquivalent sind und kein Ideal Hauptideal ist; also existieren im 
Körper Ä ("/ w) einschließlich der Hauptklasse 2'~^ voneinander ver- 
schiedene Klassen, welche ambige Ideale enthalten. 

2.) Nun bezeichne ä(i/w) einen redien Körper. Die redien 
quadratischen Körper zeigen ein verschiedenes Verhalten, je nachdem 
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die Norm der Grundeinheit € gleich + 1 CMier gleich — 1 ist. Im 

ersten Fall, wenn n(£) =-= + 1 ist, existiert im Körper *(}/w) stets 

eine ganze Zahl, verschieden von 1 und von ±l/m, von der Be- 
schaffenheit, daß man: 

setzen kann. Aus der Gleichung £»-, folgt aber die Idealgleichung: 

(«) - («0, 

und darnach stellt (a) ein ambiges Hauptideal vor, das verschieden 

ist von (1) und ()/w). Außer (1), ()/w), (a) und dem, von etwaigen 

rationalen Faktoren befreiten, Hauptideal (yma) gibt es aber im 

Körper k (Yni) kein ambiges Hauptideal, das von jenen Idealen unab- 
hängig wäre. 

Bedeutet nämlich (ß) ein beliebiges ambiges Hauptideal des 
Körpers, so gibt es notwendig eine ganze Zahl f derart, daß /) »- ± a^ß^ 
wird. Da aber andererseits a^ = s^a^ ist, so wird der Quotient: 

1.) y « ^, falls /5 « + e^ß^ ist, 

2.) y = -/-,, falls ß £^/J' ist, 

ymtc 

eine Zahl, fQr welche ^ ^ -\- 1 ausfällt. Das ist jedoch bloß 

möglich, wenn y eine rationale Zahl ist, es existiert somit außer 

(1), (V^), (cc) und dem von rationalen Faktoren befreiten Ideal (aYm) 
kein weiteres von jenen Idealen unabhängiges ambiges Hauptideal im 

Körper k (]/w). 

Ist zweitens die Norm der Grundeinheit des Körpers n(€) » — 1, 

80 enthält der quadratische Körper nur (1) und (Vm) als ambige 
Hauptideale. 

Denn bedeutet (a) ein ambiges Hauptideal, das verschieden von 
(1) und von ()/w) vorausgesetzt ist und durch (V^) nicht teilbar sein 
soll, so setze man: 

— «« + «A 

Aus diesem Ansatz folgt n(± c-Q » + 1, und es muß der Exponent f 
gerade sein, weil nach Voraussetzung n (£)=» — 1 ist. Wählt man 
nun femer: 



1) ß-^ 



i 



2.) ß^^ 



ym 



6 



2 
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falls -^ = 0, (2) und ^ » + a^, 

oder falls '- = 1; (2) and -^ = — «-^ ist, 
faUs 1^0,(2) und-J«^^, 

oder falls ( = 1, (2) und 4 = + ß^ ist, 



SO ist ß eine ganze Zahl, für welche jedesmal ^ ™ 1 wird, also ist 
ß eine rationale Zahl, und daher sind: 

(«) = (!) und («)-(V^), 

die einzigen ambigen Hauptideale. 

Nachdem so die in einem reellen Körper vorhandenen ambigen 
Hauptideale bekannt sind, erhält man das System der nichtäquiyalenten 
ambigen Ideale und die voneinander unabhängigen ambigen Klassen 
auf dieselbe Weise wie vorhin im FaUe eines imaginären Körpers. 

Für einen reellen Körper, dessen Ghnndeinheit s die Norm 
n(€) = — 1 hat, läßt sich von den t Primidealen Ij, . . . I^ eines durch 

(y^) und die übrigen in (Ym) aufgehenden ausdrücken. Wenn aber 
n(£) = + 1 ist, lassen sich von den in (Ym) resp. in (a) aufgehen- 
den ambigen Primidealen zwei durch die übrigen und (Yni) resp. (cc) 
ausdrücken, so daß man nur noch ein System von t — 2 inäqui- 
valenten ambigen Nichthauptidealen übrig behält. 

Man erhält also ^ - 1 bezw. t - 2 unabhängige ambige Klassen 
und insgesamt analog wie für imaginäre Körper 2'"^ resp. 2'"* ver- 
schiedene ambige Idealklassen mit ambigen Idealen. Q. e. d. 

Um die Frage nach der Gesamtheit der verschiedenen ambigen 
Klassen zu erledigen, bleibt jetzt noch zu entscheiden, in welchen 
Körpern ambige Erlassen ohne ambige Ideale existieren, und es ist 
dann die Anzahl dieser Klassen zu bestimmen. 

Man kommt dem Ziel einen Schritt näher, wenn man die Ver- 
hältnisse genauer betrachtet, die bei einer ambigen Klasse mit ambigep 
Idealen vorliegen. 

Ist ) ein nichtambiges Ideal aus einer ambigen Klasse des 

quadratischen Körpers k (Ym) und y eine solche Zahl desselben, daß: 

(y)j = r, 

femer: 

wird, so enthält die Klasse sicher ein ambiges Ideal. Denn weil n{y) = + l 
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isty kann man eine ganze Zahl ß des Körpers h angeben Ton der Be- 
schaffenheit, daß: 

7 ^? 
also weiter: 

m = iß')\' 

wird. Es ist daher (ß)\ entweder selbst ein ambiges Ideal, oder 

doch das Produkt eines ambigen Ideals mit rationalen Faktoren. 

Eine ambige Klasse ohne ambiges Ideal kann daher nor existieren, 

wenn (y)j| = \' und n(y) = — 1 ist. Das letztere ist aber überhaupt 

bloß für einen reellen Körper möglich. Wäre nun für einen solchen 

reellen Körper zwar w(y) = — 1; die Norm der Grundeinheit £ indessen 

gleich — 1, so hätte man: 

n{By)^ + 1, 
und man könnte: 

setzen, so daß man wieder {ß)i = {ß')\' erhielte und die Klasse also 
das ambige Ideal (/3)j[ enthielte. 

Nach diesen Erörterungen bleibt noch die Möglichkeit, die der 
folgende Satz ausspricht: 

Satz. In de^n quadratischen Zahlkörper k (l/m) existiert dann und 
nur dann eine amhige Klasse, welche kein ambiges Ideal enthält, tvenu 
das Charakteremystem von — 1 aus lauter positiven Einheiten besteht 
und wenn die Norm der GrundeinJieit s des Körpers gleich + 1 ist. 

Die sämtlichen derartigen Klassen erhalt man alsdann, indem man 
eine derselben mit den verschiedenen ambigen Idealklassen, wddie ambige 
Ideale enthalten, multipliziert. 

Beweis. Nach den früheren Sätzen über die Normenreste muß 
das Charakterensystem von — 1 aus lauter positiven Einheiten be- 
stehen, wenn — 1 die Norm einer ganzen oder gebrochenen Zahl des 
Körpers ist. Besteht umgekehrt das Charakterensystem von — 1 aus 
lauter positiven Einheiten, so sind alle rationalen Primteiler von m, 
abgesehen vom etwaigen Faktor 2, von der Form 4w + 1, und man 
kann daher m stets als die Summe zweier Quadratzahlen darstellen: 

m = w^ + ü*. 

Schreibt man diese Gleichung in der Form: 

^ u* — m 

— A - — jt— 

so zeigt dieselbe, daß — 1 die Norm einer ganzen oder gebrochenen 
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Zahl des reellen Körpers k{Ym) ist Diese Zahl ist notwendig ge- 
brocheiif da sie ja sonst eine Einheit wäre, und die Normen der Ein- 
heiten des Körpers sind nach Voraussetzung gleich -f 1. 

Es möge jetzt y eine gebrochene Zahl von der Beschaffenheit 
n(y) = — 1 sein, dann setze man y gleich dem Quotienten von zwei 
relativ primen Idealen j, j^, d. h.: 

y^-l oder i = (y) • h- 
Wegen «(y) = — 1 ist sodann notwendig: 

• •/ • • / 

IJ =-llh- 

Weil aber nach Voraussetzung ) und j^ und daher ebenso j' und j/ 
prim zueinander sind, so folgt notwendig j' » j^. Also ist f ^^ j, und es 
bestimmt j eine ambige Klassa Diese kann kein ambiges Ideal ent- 
halten, da sonst nach unseren Betrachtungen n{y) »4-1 sein müßte, 
was nicht der Fall ist und was auch nicht für ey zutrifft, weil 
»(«) = + 1 ist. 

Unter Berücksichtigung der Betrachtungen, die dem Satz voraus- 
geschickt wurden, ist hiermit der erste Teil desselben bewiesen. 

Bezeichnet nun j ein Ideal, das selbst nicht ambig ist, jedoch 
eine ambige Klasse des Körpers bestimmt, und bezeichnen a^, et,, . . . 
ambige Ideale aus den verschiedenen ambigen Klassen, die im vorher- 
gehenden Satze aufgestellt worden sind, so bestimmen die Ideale 

jai, joj, ... 

1.) lauter verschiedene und 2.) sämtliche ambige Klassen, die keine 
ambigen Ideale enthalten. 

Zunächst sieht man leicht, daß keine zwei der angeschriebenen 
Ideale äquivalent sein können. Wäre nämlich z. B.: 



so müßte auch: 



Cl «"^ OL 



sein, was der Voraussetzung über die Ideale a widerspricht. 

Es sei femer ^ ^üi nicht ambiges Ideal aus einer der gesuchten 
ambigen Klassen, und es gehöre j dieser Klasse nicht an. Alsdann 
gibt es zwei gebrochene Zahlen des Körpers y und y^, für welche 
n{y) =» w(yi) = — 1 und: 

f-y, l^n, 

ist, so daß nun 4^ = y^i wird. 

1 o 



158 n. Der quadratische ZahlkOrper. 

Weil jetzt n(yy^) « + 1 ausfällt^ kann yy^ wieder als Quotient 
einer gansfen Zahl a und ihrer Konjugierten a dargestellt werden. Es 

sei 4^ =» — ; dann ist also (a)J3 ein ambiges Ideal^ und muß notwendig 

gleich einem der Ideale a^, d^, • - - sein. Setzt man (a)J3'=^) so 
wird : 

Damit ist gezeigt^ daß außer den angeschriebenen Klassen keine andern 
ambigen Klassen der verlangten Art existieren, es ist also auch der 
zweite Teil des Satzes bewiesen. 

[Anmerkung. Die Formulierung des ersten Teils unseres Satzes 
könnte auch so gewählt werden, daß man sagt, m darf außer dem ev. 
Faktor 2 nur Primfaktoren von der Form 4n + l enthalten. Die 
Fassung ist im engem Anschluß an die Definition des Gharakteren- 
systems eines Ideals gewählt.] 

Die Zusammenfassung der eben bewiesenen Sätze ergibt den 
folgenden fundamentalen Satz: 

Satz. In jedefn quadratischen Zahlkörper existieren 2^~^ ver- 
schiedene ambige Klassen. 

Beweis. 1.) Der Zahlkörper sei imaginär, dann ist r » /. Jede 
ambige Idealklasse muß notwendig auch ein ambiges Ideal enthalten, 
die Gesamtzahl der ambigen Klassen ist also 2'"^ = 2'"'*. 

2.) Der Zahlkörper sei reell, dann hat man drei verschiedene 
Unterfälle zu imterscheiden nach der Beschaffenheit des Charakteren- 
systems von — 1 und nach dem Werte der Norm der Gi-undeinheit. 

a) Das Gharakterensystem von — 1 enthalte mindestens einmal 
die Zahl — 1. In diesem Falle ist r = ^ — 1. Die Norm der Grund- 
einheit muß dann notwendig gleich + 1 sein. Jede ambige Klasse 
des Körpers enthält auch mindestens ein ambiges Ideal, und da die 
Gesamtheit dieser Klassen 2'"^ ist, so ist überhaupt 2'"^ die Anzahl 
der verschiedenen ambigen Idealklassen. 

b) Das Gharakterensystem von — 1 bestehe aus lauter positiven 
Einheiten, die Norm der Grundeinheit sei gleich — 1. Dann ist r « j. 
Jede ambige Klasse enthält auch mindestens ein ambiges Ideal, und 
ihre Gesamtheit ist daher 2'~'^ =- 2'"""^ 

c) Das Gharakterensystem von — 1 bestehe aus lauter positiven 
Einheiten, die Norm der Grundeinheit sei aber gleich + 1* Dann ist 
r^t Der Körper enthält 2*~* ambige IQassen, die je ein ambiges 
Ideal enthalten, und 2*"* ambige Klassen ohne ambige Ideale. Die 
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Gesamtzahl der ambigen Klassen ist daher auch hier wieder 2 • 2'~ ^ » 2''* ^, 
wie es der Satz behauptet. 

Dieses höchst merkwürdige Resultat gibt genau die Zahl, die als 
die Mazimalzahl der möglichen Oeschlechter gefunden wurde. Diese 
Übereinstimmung legt den Gedanken nahe, daß ein innerer Zu- 
sammenhang zwischen der Anzahl der yerschiedenen ambigen Klassen 
und der Anzahl der Geschlechter besteht, was auch der Fall ist, wie 
nun gezeigt werden soll. Den Übergang zu diesem Ziel bildet ein 
Satz, nach dem jede Klasse des Hauptgeschlechtes als Quadrat einer 
Klasse des Körpers dargestellt werden kann. 



8L Die Existenz der G^esohleohter. 

Satz. Ist für jsfvei gegd>€ne gange raiionale ZcMen n und m, die 
Tceine quadraiischen Faktoren enthalten sotten und für alle Primzahlen p 

der Wert des Symbols (—- j — + 1, so ist n gleich der Norm einer 

ganeen oder g^^ochenen ZaM des Körpers k(Ym), 

Beweis. Wenn für aile Primzahlen p die Gleichung erfüllt ist: 

so muß mindestens eine der beiden Zahlen n oder m positiv sein, 
wie früher gezeigt wurde. 

Ist m negativ, so muß n positiv sein, was jedenfalls eine not- 
wendige Voraussetzung dafür ist, daß n die Norm einer Zahl des 

imaginären Körpers k (Vm) ist. Ist m positiv, dann kann n auch als 
Norm einer Zahl positiv oder negativ sein. 

Wegen der Voraussetzung über n und m ist n entweder die Norm 
einer ganzen Zahl oder eines Ideals des Körpers, das dem Haupt- 
geschlecht angehört. Denn für jeden ungeraden Primteiler q von n, der 

nicht Divisor von m ist, gilt die Gleichung (j^ + 1 und für jeden 

ungeraden Primfaktor q von w, welcher auch in m steckt (—\ = 0, 

es ist also die Zahl n im Körper k{ym) zerlegbar, wenn mau noch 
bedenkt, daß für den Fall einer geraden Zahl tt, etwa n » 2n^, die 
Zahl 2 eo ipso zerfällt, falls m = 2, oder m = 3, (4) ist, und daß fQr 
m = 1, (4) nur dann 
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ausfällt, wenn gleichzeitig 2 auch in k(Ym) zerlegbar ist. Es möge 
daher w = ± m(j) gesetzt werden, wo j ein Ideal des Körpers bezeichnet. 
Da man ferner nach dem Fundamentalsatz in Nr. 16, S. 73 in der 
Idealklasse, welcher j angehört, ein Ideal ^ stets so wählen kann, daß 

dessen Norm n (^) = n^ absolut genommen kleiner ist als | Yd \ , so 
gilt, unter a eine ganze oder gebrochene Zahl des Körpers verstanden, 
die Gleichung: 

oder es ist: 

w = + m(j) = ± n{a) ' w(^) = n(a) • n^. 

Wenn hierbei n^ = + 1 ist, so ist di^ Richtigkeit des Satzes evident; 
man kann nun bei den weiteren Untersuchungen einfach wieder an- 
nehmen, daß n^ eine ganze rationale Zahl ohne quadratische Faktoren 
ist, für welche nach den allgemeinen Sätzen über die Normenreste 
die Gleichung besteht: 

(V) - + ■■ 

für alle Primzahlen p. Hiermit ist aber die folgende wichtige Tat- 
sache gewonnen: wenn der Satz bewiesen ist für ein beliebiges m 

und für alle Zahlen n^ ^ Yd \ , so gilt derselbe auch allgemein für 
jedes n; denn es läßt sich ja dieser letztere allgemeine Fall auf jenen 
speziellen zurückführen. 

Es ist daher keine Beschränkung, wenn man voraussetzt, daß 

^^il^iy^l ^^^y indem d^ die Diskriminante des Körpers k{ym) 
bezeichnen möge. Nimmt man an, der Satz sei richtig für die beiden 

Zahlen n, und m, dann ist also tu = — i ^« • Hierin können oflfen- 

bar Xj y oder u^ v nicht zugleich Null sein, dasselbe gilt von ^, ti 

und von y, Vj weil n^ sonst eine, ev. sogar gebrochene, Quadratzahl 

wäre. Somit kann man die letzte Gleichung nach m auflösen und 

erhält: 

X* — n, u* 

Weil nun nach dem Vertauschungssatz für das Hilbertsche Symbol 

stets: 

ist, so kann man den Inhalt der letzten Gleichung auch so aus- 
sprechen: wenn der Satz besteht für zwei Zahlen n^ und m, so ist 
er auch richtig nach Yertauschung dieser Zahlen, also für m und n^, 
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wo aber nun | Wj ! ^ j Yd^ \ ist. Auch die IJmkehrung dieser Behaup- 
tung ist richtig. 

Ist hierbei | w | ^4, so wird | Yd^ | < | w | und folglich auch 

Nun ist aber nach der zuerst gefundenen Tatsache der Satz 

richtig für m und n^ (wo | Wi j ^ j V^ |), falls er für zwei Zahlen m^, 

Wj I ^ I yd^ I ist. Somit ist der Beweis für zwei 
beliebige Zahlen n, m auf den Beweis für zwei neue Zahlen n^ m^ 
und m » n^ zurückgeführt^ die absolut genommen kleiner sind als 
I m I, solange | Yd^ | ^ , ^ L ^- ^- solange | m | ^ 4 ist. 

Da man alsdann rückwärts von der Grültigkeit des Satzes für die 
zwei Zahlen n, m auf die Gültigkeit des Satzes für die absolut ge- 
nommen größeren Zahlen n, m schließen darf^ so ist der Satz bewiesen^ 
wenn seine Richtigkeit für die Körper k (l/-~i), Je {V±^\ * (Vi^) 
nachgewiesen ist, für welche ! w < 4 ist. 

Alle diese Körper haben die Klassenanzahl h=^l. Man ersieht daher 
aus einer ähnlichen Betrachtung, wie sie zu Anfang des Beweises an- 
gestellt wurde, daß das Ideal (n) im Körper Jc{}^) zerfällt, falls n 

eine ganze Zahl ist, für welche ( — ^) = + 1 ausfällt für aUe Prim- 
zahlen j>. Dann ist aber n auch die Norm einer ganzen Zahl des Körpers, 
weil nämlich für die imaginären Körper von vornherein n positiv 
ist, weil femer im Körper k{y2) die Grundeinheit e die Norm — 1 

besitzt und weil endlich im Körper k (]/3) nur dann stets (-^g— ) = + 1 
ist, wenn für eine zu 3 prime Zahl n: (-y-) == 1 und für w =« 3wi: 

ist, wonach -|- w = rc* (3) oder n = x^— 3y^ und analog 3n^ = 9rc^ — 3y^ 
werden muß. Der Satz gilt also für die angeführten speziellen Körper, 
folglich gilt er allgemein; femer sieht man leicht, daß die Formu- 
lierung des Satzes so erweitert werden kann, daß darin n ii^end 
eine ganze rationale Zahl bedeutet. 

Zur Erläuterung mögen noch einige Zahlenbeispiele angeführt 
werden. Man findet für alle Primzahlen p: 

1.) Im Körper k{Y^^): 

und andererseits ist: 

l-n(-l), 2 = n(l+V'^). 

Sommer, Zahlentheorie. 11 
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2.) Im Körper k(y2): 

WO a « 1 + ]/2 die Grandeinheit des Körpers ist, 

(-^-)-= + ^ und 2 = n[l/2 (1 + 1/2)], 

bezw. -2 = n(>/2). 
3.) Im Körper Ä;(]/-^): 

(^')- + l und 1 = «(-1), 

Ci^*)- + 1 '^'^d 2 = n(l/=:2). 
4.) Im Körper k(yli): 

(^) = + l und l-=«(-l), 

(--?•-?)- + ! und -2 = «(1+1/3). 
5.) Im Körper h(y^3,): 

6.) Im Körper k(yi): 

(^)- + l ""^ 2 = | + 7l. 

In diesen Beispielen sind nochmals alle Zahlenpaare n, m be- 
rücksichtigt, Ar welche \ n < I Yd^ \ ist. 

Satz. Jede Klasse des Hauptgeschlechtes in einem quadratischen 
Zaüthörper Tciym) läßt sich durch das Quadrat einer Klasse des 
Körpers darstellen. 

Beweis. Es sei \) ein Ideal, das einer Klasse des Haupt- 
geschlechtes angehört. Dann ist die Bedingung erfUllt, daß 

ist für alle Primzahlen jp. Nach dem eben bewiesenen Hilfssatz ist also 

±n(^) = w(a), 

wo tt eine ganze oder gebrochene Zahl des Körpers k(yfn) bedeutet. 

Man setze nun (s=^ ^y gleich dem Quotienten zweier Ideale, welche 

relativ prim zueinander sind. Wenn j und j^ teilerfremd sind, so 
sind auch die konjugierten Ideale f und j/ teilerfremd. 



31. Die Existenz der GreBchlechter. 163 

Nun ist 

n(i)'±l-M-„ oder n' = hj/. 

Diese Relation kann aber wegen der Voraussetzung über die 
Ideale j und j^ nur stattfinden, wenn j = jj' und j^ = j' ist. Als- 
dann ist 

f)-=4)^* öder §-f. 

Bezeichnet H die Klasse, welcher 1^ angehört, und K die Klasse, 
welcher j angehört, so gilt die entsprechende Beziehung: 

wie es der Satz verlangt. 

Auf Grund der bisher entwickelten Sätze laßt sich nun endlich 
der Existenzbeweis f&r die Geschlechter erbringen. 

Satz. Die ÄnjsaM der in dem quadratischen ZaMJcörper k(ym) 
vorhandenen GescJdechter ist gleich 2'""^ 

Beweis. Die Klassenanzahl des Körpers sei %, die Anzahl der 

Geschlechter g^ und femer sei f die Anzahl der Klassen, welche jedes 

Geschlecht enthält, dann ist: 

h^gf. 

Es mögen nun die Klassen des Hauptgeschlechts mit 

bezeichnet sein, so kann man stets f Klassen K^y K^ usw. angeben, so 
daß jedesmal eine Identität stattfindet: 

wobei also die Klassen K^y K^ . . . lauter verschiedene Klassen be- 
zeichnen. 

Sind A^y Ä^y ... -4^ die sämtlichen a = 2"""^ verschiedenen ambigen 
Klassen des Körpers, so kann man zunächst zeigen, daß durch: 



KyA^y K^A^y . . . K^A^y 

aUe Klassen des Körpers und jede nur einmal dargestellt wird. Diese 
Klassen sind nämlich alle verschieden voneinander, denn wenn etwa: 

wäre, so müßte auch: 

sein, was der Konstruktion der Klassen K widersprechen würde. Ist 
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andererseits C irgend eine Klasse des Körpers, so gehört C* sicher 
dem Hauptgeschlecht an, und es muß fCLr ein bestimmtes i und Kr. 

C 
sein. Die Klasse ^ ist dann aber eine ambige Klasse und folglich 

darf man C = ÄK ansetzen, so daß C in der Tat unter den auf- 
gestellten IdeaUdassen schon enthalten ist. 

Es ist daher einerseits h^gf und andererseits h='a'f^2''~^f, 
also wird notwendig: 

Da nun früher gezeigt wurde, daß das Produkt der Einheiten 
eines Gharakterensystems fär ein Geschlecht + 1 sein muß und danach 
höchstens 2^~^ verschiedene Geschlechter existieren, so folgt zum Schluß, 
daß ein System Ton r Einheiten + 1 sicher dann, aber auch nur dann, 

das Gharakterensystem fQr ein Ideal des Körpers hiym) darstellt, 
wenn das Produkt der r Einheiten gleich + 1 ist. 

Aus dem Satz von der Existenz der Geschlechter lassen sich eine 
Reihe interessanter Folgerungen ziehen, worauf wir nun eingehen. 
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1.) Wenn die Klussenanzahl eines Körpers ungerade ist, so ge- 
hören alle Klassen zu einem und demselben Geschlecht. 
Denn es ist 

wenn also h ungerade ist, so muß ^ = 2^-^ = 1 sein. 

Einige weitere Folgerungen ergeben sich durch die Untersuchung 
spezieller Körper k {Ym). 

2.) Es sei w = jp eine positive oder negative Primzahl und 
m = 1, (4). Dann ist rf = m, t =^ 1, r = ^ = 1. Die Anzahl der Ge- 
schlechter ist 2^ » L Der Körper enthält nur ein ambiges Haupt- 
ideal und nur eine ambige Elasse, die Hauptklasse. Wie früher schon 
gezeigt wurde, ist die Klassenanzahl des Körpers h ungerade und im 
Falle eines reellen Körpers die Norm der Grundeinheit gleich — 1. 

3.) Es sei m ^p eine positive Primzahl von der Form 4n + 3. 
Dann ist d = 4j?, l^ »2, Z, » p, also t ^2. Das Gharakterensystem 
von — 1 wird: 

somit ist r » ^ — 1 » 1. Die Anzahl der ambigen Klassen, sowie die 
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Anzahl der Geschlechter wird also 2^—1. Somit ist insbesondere 

ti »» (2^ 1 + Yp) ^üi ambiges Hauptideal, d. h. aber, es muß die 
Diophantische Gleichung 

stets in gmiaen ZaMen lösbar sein^ und zwar kann man zum voraus 
angeben, daß nur die Gleichung: 

+ 2=^x^-py^ für p = 8w + 7 

'-2^x^-py^ für p = 8w + 3 
lösbar ist. 

Die Lösung solcher Gleichungen gelingt meist rasch durch 

Probieren. Häufig kommt man schnell zum Ziel, ähnlich wie im 

Fall der Gleichung ± 1 = n?* — my*, wenn man zuerst die Wurzeln 

der Kongruenz sucht: 

a;»T2 = 0, O). 

Sei w eine Lösung dieser Kongruenz, so ist der gesuchte Wert 
X sicher unter den Zahlen x '^ w +pl enthalten, wo A eine positive 
oder negative ganze Zahl ist. Man kann nun für l Werte einsetzen 

und nachsehen, wann — -— ein Quadrat ist, oder man probiert, für 

welche Werte von A: 

d. h. eine Quadratzahl wird. 

4.) Es sei m = —p eine negative Primzahl von der Form w = 3, (4), 
dann hat man r » ^ = 2 zu setzen. Die Klassenanzahl h ist gerade, 
und der Körper enthält zwei ambige Klassen mit ambigen Idealen. 

Die ambigen Primideale sind: 

a = (]/^) und 6 = (2, 1 +l/w). 

wo nun b 4^ 1 ist. Wird n(a) = w = — m und n(b) = n^ == + 2 ge- 
setzt, so erhält man für a und b in X;(]/m) die Gharakterensysteme: 

wobei in der letzten Reihe gleichzeitig die oberen oder die untern 

Zeichen gelten, je nachdem +p^ { - , (8) ist. Gelten die beiden 

oberen (Plu8-)Zeichen, so gehört auch die durch b bestimmte Klasse B 
zum Hauptgeschlecht. Da aber jede Klasse des Hauptgeschlechtes 
sich durch das Quadrat einer andern Klasse darstellen läßt, so kann 
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gesetzt werden, da ferner ^ » 1, ako aach K^ =» 1 ist, so ist die 
Klassenanzahl des Körpers in diesem Fall durch 4 teilbar, d. h. 
mindestens gleich 4. Gelten die unteren Zeichen, so kann JB sicher 
nicht gleich dem Quadrat einer Klasse sein, und die Klassenanzahl 
ist alsdann nur durch 2, aber keine höhere Potenz Ton 2 teilbar. 

Sind f&r diesen Fall jB^, H^, ^, die Klassen des Haupt- 
geschlechts, wo f eine ungerade Zahl bedeutet, so sind die übrigen 

Klassen: 

SiBj B^S^ . . . SyBf 

und es gelten wegen JB* » 1 die Relationen: 

wo A, ft, Vj i Zahlen der Reihe 1 bis /* sind. 

5.) Es sei m ^ p ' p^ eine positive Zahl und p, p^ beides positire 
Primzahlen von der Form 4w + 1. Dann ist < = 2, r = ^, (7=- 2^ =-2. 
Die Anzahl der ambigen Klassen und der Geschlechter ist 2, die 
Klassenanzahl gerade. 

Die ambigen Ideale sind nun: 

Falls die Norm der Grundeinheit s: n(£)» + l ist, enthält der 
Körper eine ambige Klasse, welche kein ambiges Ideal enthält; dann 
müssen aber die drei angeschriebenen Ideale alle Hauptideale sein, 
d. h. es müssen die Gleichungen 






in ganzen Zahlen lösbar sein. Setzt man x + ^^ ^ ^p^ ho folgt, daß 
auch die Gleichung 

±i-i.(,'r-ft(f)" 



in ganzen Zahlen lösbar sein muß. 

Wenn umgekehrt diese Gleichungen in ganzen Zahlen lösbar 
sind, so ist die Norm der Grundeinheit -f 1- 

Für die Lösbarkeit der Diophantischen Gleichung ist offenbar 

eine notwendige Bedingung, daß y^\^ + \ ist, und man erhält 
den Satz: 
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Satz. Die Norm der Gmmdeinheii des reellen Körpers k{yin), für 
welchen m = ppj^ das Produkt zweier positiver Primzahlen von der Form 

4n + 1 ist, ist sicher dann gleich — 1, wenn (^~\ = — 1 ist. 

Wenn (— j = l—j « + 1 ist, so kann die Gb-undeinheit s die 

Norm + 1 besitzen, wie man an den Körpern Ä (1/145) (wo«=ll+2o 

und w(£) = — 1 ist) nnd k (j/22l) (wo 6 = 7 + © und n{€) « + 1 ist) 
sieht. 

Die Frage, wann in diesem Fall w(fi) = — 1 nnd wann w(a) = H- 1 
ausfällt^) kann hier nicht weiter erörtert werden, doch lassen sich 

noch besondere Sätze aufstellen; z. B. wenn ( -\ »- + 1 ist; und 

k (YpPi) die Elassenanzahl 2 besitzt, so ist die Norm der Grund- 
einheit + 1. 

Das Ergebnis kann auch so gefaßt werden, daß man sagt: von 
den beiden Gleichungen: 

-i-(^ + f)-'-fv (1) 

imd: 

±i=K9'-ft(f)' (2) 

ist immer eine und nur eine in ganzen Zahlen lösbar. 

Beide Gleichungen ließen sich auch benützen, um eine Aussage 
zu machen über die Genauigkeit angenäherter Darstellungen von 



/; 



— oder YpPi durch rationale Brüche. 

Ahnliche Resultate, wie die bisherigen, lassen sich entwickeln 
för den Fall, daß jp = 2 und i)i = 1, (4) ist. 

6.) Es sei m = qq^ eine positive Zahl, deren Teiler q, q^ Prim- 
zahlen von der Form 4w + 3 sind. Dann ist m = 1, (4), ^ = 2, 
r » ^ — 1 == 1, also ^ « 2^ » 1. Die Klassenanzahl ist ungerade, da 
alsdann die ambigen Ideale sämtlich Hauptideale sein müssen und 
keine ambige Klasse ohne ambiges Ideal im Körper existieren kann. 
Die Äquivalenz: 

(& VMi) "^ 1, 
ist gleichbedeutend mit dem Satz, daß stets eine von den beiden 
Gleichungen: 



1) Weiteres hierüber siehe beiP. G. Lejeune-Dirichlet, Ges.Werke, Bd. I: 
Einige nene Sätze über unbestimmte Gleichungen; S. 288, wo diese Frage auf 
anderem Wege weiter behandelt ist. 
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in ganzen rationalen Zahlen x, y lösbar ist, nnd zwar ist die Gleichung 
mit dem oberen oder unteren Vorzeichen lösbar, je nachdem: 

(f)- + ' •^' (i) — ' 

ausfällt. *) 

7.) Ist m — ±pg eine positive oder negative Zahl, und !>= 1, (4), 
5^3, (4), so ist ^ = 3 resp. ^ = 2, r ^2 und g =» 2, die Kl assen- 
anzahl des Körpers also sicher gerade. 

Aus den bisherigen Spezialfällen stellen wir nun noch folgenden 
Satz zusammen^): 

\^\^^ Satz. Die KldSsenatisaM ehies Körpers k(ym) ist ungerade: 

' ^^^ 1.) wenn m eine positive oder negative Primzahl und i» = 1, (4) ist, 

\' 2.) wenn m eine positive Primzahl g, von der Form 4w + 3 ist, 

\^ 3.) wenn m^qQi eine positive ZaMy das Produkt zweier positiver 

Primzahlen von der Form 4» + 3 ts^. In diesen und nur in diesen 
Fällen kann die KlassenanzaM des Körpers h ^ l sein; in edlen 
andern Fallen ist die KlassenanzaM des Körpers eine gerade ZahL 



>^ 



/ ^ 



38. Zahlringe. 

Anhangsweise soll hier noch ein Begriff erläutert werden, 
welcher sehr wichtig ist, und von welchem später auch eine An- 
wendung gemacht werden muß: der Begriff des Zahlrings in einem 
Zahlkörper.») 



1) Wenn eine Lösung der Gleichung ± 4 = qx* — q^ y* bekannt ist, so kann 

man mit Hilfe der Einheiten des reellen Körpers k(yqq^) unendlich viele andere 
Lösungen daraus entwickeln. Man kann übrigens auch beweisen, daß die Glei- 
chungen i 1 = qx* — gjjf* lösbar sind, je nachdem (— ) = i 1 ißt. 

2) Ich übergehe in diesen Folgerungen aus dem Existenzsatz der Ge- 
schlechter eine Reihe leicht abzuleitender negativer Aussagen über die Nichtauf lös- 
barkeit von Gleichungen u. a. 

3) Der Name Zahlring rührt m. W. von Herrn Hilbert her. (Hilbert, 
Zahlb. Kap. IX.) Herr Dedekind gebraucht im Anschluß an die Nomenklatur 
von Gauß das Wort „Ordnimg". Vgl : Über die Anzahl der Idealklassen in den 
verschiedenen Ordnungen eines endlichen Körpers, Festschr. zur Säkularf. des 
Geburtstages von G. F. Gauß. Braunschweig 1877, S. 16. Die Bezeichnung ,,/nt«- 
gritätsbereich" hat Kronecker eingeführt, s. Ges. Werke, Bd. H. Gmndzüge einer 
arithmet. Theorie usw. S. 260 § 5. 
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Sind zum Beispiel a, ß, y . . . beliebige ganze Zahlen des Körpers 

k(yiln\ so sagt man, daß die Gesamtheit aller Zahlen, welche sich 
aus den angeschriebenen Zahlen und den ganzen rationalen Zahlen 
durch die beliebig oft angewendeten Operationen der Addition, Sub- 
traktion und Multiplikation ableiten lassen, oder m. a. W. die sämt- 
lichen rationalen ganzen Funktionen der a^ ß, y . . , mit ganzen ratio- 
nalen Koeffizienten einen ZaMring oder Ring oder Integritätsbereich des 

Körpers A:()/m) bilden. Es gibt unendlich viele Zahlringe in einem 
Körper, und der Körper selbst ist der umfassendste dieser Ringe. 

Es genügt für uns, die Eigenschaften der Zahlringe in einem 
ganz speziellen Fall zu studieren, der sich bei unseren Entwick- 
lungen sozusagen aufdrängt. 

Wenn m eine ganze Zahl und m = 1, (4) ist, so findet man be- 
kanntlich für den Körper h (y wt) als Basiszahl co = ''^ • Es liegt 

nahe, nach den Änderungen zu fragen, die sich ergeben, wenn man 

statt des Körpers 1c{ym) nur den durch 1, ]/m bestimmten Zahlring 
betrachtet. 

Der durch 1, Ym bestimmte Zahlring soll stets mit r(}/w) 
oder, wenn keine Zweideut^keit entstehen kann, mit r bezeichnet 
werden. 

Ohne weiteres sieht man die folgenden Tatsachen ein: 

1.) Jede Zahl des Zahlrings r(]/m) ist zugleich eine ganze Zahl 
des Körpers Ä()/m). 

2.) Jede Zahl des Bings ist in der Form a + bym darstellbar,, 
wo a, b ganze rationale Zahlen bedeuten. 

Die Zahlen 1, Ym bilden eine Basis des Rings. 

3.) Wenn oji, o, und £0^*, (d,* zwei verschiedene Zahlenpaare 
sind, welche je eine Basis des Rings r bilden, so gibt es stets vier 
ganze rationale Zahlen r, s, t, u mit der Bedingung ru — s^ = ± 1 
so daß: 

wird. 

Der Ausdruck: 

1 Vm 

1 -l/m 



dr- 



4ff», 



oder allgemeiner geschrieben: 
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I 



I ©1 fi). 



I ®i ^i 



heißt die Diskriminaate des Zahlrings. Dieselbe ist also stets ein 
Vielfaches der Korperdiskriminante. 

Fast wortlich überträgt sich die Definition des Eörperideals auf 
^en Zahlring: 

Man yersteht unter einem Ringideal irgend ein System von un- 
begrenzt vielen Zahlen des Zahlrings: 

ir = («^ ft y; • • • ^^ + ^ß + ^r-\ — y '• '), 

welches die Eigenschaft hat^ daß jede lineare Kombination irgend 

welcher Zahlen a, ß^ y, . . . des Systems mit Zahlen i^, ^, ^ 

des Rings wiederum dem System angehört. 

Es ist klar, insbesondere für den speziellen hier betrachteten 
Fall, daß auch die Begriffe: Basis eines Ideals, Kongrueneen nach 
«inem Ideal, Norm eines Ideals, konjugiertes Ideal, Produkt zweier 
Ideale, sich ohne weiteres auf das Ringideal übertragen lassen. 

Wenn z. 6. j^ = (a, ß, y . , .) ist, und t den größten gemeinsamen 
Teiler aller rationalen Zahlen des Ideals bedeutet, femer wenn a = 

<i + hYm usw. gesetzt wird und t, den größten gemeinsamen Teiler 
aller Koeffizienten b bezeichnet, so ist eine Basis des Ringideals stets 

von der Art: t, i^ + hV^f wo i^* — i^'m = 0, (i) sein muß. Femer 
istw(j|^)-n,. 

Man kann jedoch nicht ohne weiteres alle Sätze, welche für 
Ideale des Körpers gelten, auf die Ringideale übertragen. So ist 

z. B. im Zahlring r(y^ 3) des Körpers Jc{Y^^) die Zahl 4 auf 
doppelte Weise zerlegbar: 

4 = 2 . 2 = (1 +)/- 3) (1 -|/^), 

ohne daß im Zahlring r ("|/^ 3) einer der Faktoren 1 + Y—' 3 oder 
1 — ")/— 3 durch 2 teilbar wäre. Es existiert weder eine Identität 

.1 +y^^ « 2 . (a + 6)/^), 
wo a, b ganze rationale Zahlen sind, noch eine andere: 

2 == (l +y^3) (a + bY^S). 

Wollte man nun, wie es in einem früheren Beispiel geschehen 
ist, zur Herstellung der eindeutigen Zerlegbarkeit derart verfahren, 
daß man die Ideale 

i = (2, 1+/-3), i'=(2, 1-V^3) 
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aufstellt, so führt auch dieser Weg nicht mehr zum Ziel. Während 

z. B. im Körper k (Y-- 3) das Produkt der konjugierten Körperideale 
) * )' ein Hauptideal ist, so ist im Zahlring : 

ii' = (4,2 + 2y-^,2,-2>/-3, 4y-"3,...)-(2)-(2, l+>^-3), 

also kein Hauptideal. 

In der Tat nimmt das Ringideal (2, 1 + Y— 3) eine besondere 

Stellung ein. Im Körper k (Y— 3) ist dasselbe ein Hauptideal, gleich 
(2), und man kann dad Ideal gewissermaßen als ein uneigentliches 
Hauptideal des Zahlrings betrachten. Jedenfalls zeigt das Beispiel 
der Zerlegung von 4 schon, daß selbst für die Ringideale der Satz 
von der eindeutigen Zerlegbarkeit nicht unbeschrankt gelten kann. 

Im allgemeinen ist ein Ideal des Körpers nicht zugleich ein 
Ringideal, jedoch gibt es selbstverständlich unendlich viele Körper- 
ideale, welche gleichzeitig Ringideale sind. Der größte gemeinsame 
Teiler aller Körperideale, welche zugleich Ringideale sind (für den 

speziellen Fall k(Y*^) ^^^ Ideal (2)), heißt der Führer des Rings. 

Satz. Ein Körperideal \ ist dann und nwr dann sMgleich ein 
Bingideal, wenn dasselbe durch das Ideal (2) teilbar ist. 

Beweis. Falls j ein durch 2 teilbares Körperideal und j| » (2)ii 
ist, so enthält } sicher nur Zahlen des Rings von der Form 2 a oder 

a + b Y— 3 und ist also selbst ein Ringideal. 

Wenn femer das Körperideal j = (a, & + c V^) zugleich Ring- 
ideal sein soll, so muß a gerade sein, weil sonst die in j| enthaltene 

^_ * 

Zahl a^io ^ a-"^ - nicht im Ring enthalten wäre, und ebenso muß 

6 — c gerade sein, sonst würde die Zahl (ft — c)©' -h c — - — nicht im 

Ring enthalten sein können. Sind aber a und b — c gerade, so ist j 
durch (2) teilbar. 

Aus diesem Satz folgt jetzt unmittelbar, daß das Ideal (2) der 

Führer des Rings r()/w) ist. 

Um nun die folgenden Ausführungen möglichst einfach gestalten 
zu können, führe ich noch einige von Herrn Hilbert gebrauchte Be- 
zeichnungen ein: ^ 

Wenn \^ — (a, ft . . .) irgend ein Ringideal ist und j == (a, /S, . . .) 
den größten gemeinschaftlichen Teiler der Zahlen a, /),... im Körper 

i()/m), also ein Körperideal bezeichnet, so heißt \ das dem Ring- 
ideal j^ augeardnete Ideal. Ist insbesondere ji prim zum Führer des 
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Rings, hier speziell also zum Ideal (2)^ so heißt j^ ein reguläres 
Ringideal}) 

Zunächst läßt sich nun zeigen, daß die einfachen Teilbarkeits- 

.ö^esetze, wie sie für die Eörperideale gelten, auch für die regulären 
Ringideale richtig sind, wenn man das Produkt und die Division 

zweier Ringideale ganz analog definiert wie für Eörperideale. Es 
genügen dazu folgende Sätze: 

Satz. Wenn \ ein Ideal des Körpers fe(")/m) ist, welches prim 

ist zu (2), so existiert im Bing r(ym) stets ein reguläres Ideal j^, 
welchem das Ideal \ zugeordnet ist. 

Beweis. Es sei j| ein Eorperideal: 

i =« (a, 6 + Cd) 

und a, i + C(o die Basiszahlen des Ideals. Falls ] prim ist zu {2\ 
muß sicher a und folglich auch c ungerade sein. Dann vrird 

j^ = (a, 26 + 2co) 

ein Ringideal; dem das Ideal ) zugeordnet ist. In der Tat ist das 
dem Ideal j^ zugeordnete Ideal j = (a, 26 + 2ca}) = (a, h + C(q\ weil 
nämlich 

-a{h + cd) + ^^ (26 + 2cG}) « 6 + co 



1) Darch die Einführung dieses Begriifes wird nun eigentlich die Unter- 
suchung so modifiziert, daß man überhaupt nur diejenigen Bingideale betrachtet, 
welche zum Führer f = 2 prim sind. Dies ist notwendig. In der Tat zeigte 

schon die einfache Betrachtung über das Ideal (2) oder (2, 1 + Y — 3) auf der 
vorhergehenden Seite, daß die Zerlegung aller durch 2 teilbaren Zahlen des 
Ringes zu Widersprüchen führt. Andererseits werden nachher bei der Definition 
der Äquivalenz regulärer Ringideale Quotienten von ganzen Zahlen eingeführt. 
Wenn diese gebrochenen Zahlen auch keine eigentliche Bedeutung für sich 
haben, so steht ihre Benützung doch im Widerspruch zu der Definition des 
Ringes, welche nur ganze Zahlen zuläßt. Um diese Schwierigkeiten zu ver- 
meiden, hat Herr Fueter die folgende, wesentlich neue Definition des Ringes 
in einem Körper eingeführt: 

Definition. Alle (ganzen und gebrochenen) Zahlen des Körpers k(Yi^)r 
welche zum Führer /* = 2 prim sind, oder welche dem Führer f nach der ratio- 
nalen Zahl 1 kongruent sind, bilden einen Bing (Zahlstrahl) des Körpers. (Vgl- 
Grelles Journal, Bd. 130, S. 208 und: Der Klassenkörper der quadr. Körper und 
die komplexe Multiplikation. Diss. Göttingen 1903, S. 5, Anmerk.) 

So dient der Ring zur Erweiterung der Begriffe der Ideale und der Äqui- 
valenz der Ideale. Addition existiert dagegen nicht im Ring. Diese Definition 
paßt sich den Anwendungen der Zahlentheorie auf die höhere Algebra gut an. 
Man erkennt unschwer die Änderungen, welche die obigen Ausführungen auf 
Grund der neuen Definition erfahren müssen. 



S3. Zahlringe. 173 

eine Zahl des Körpers ist, welche dem Ideal j| angehört, da ^^-t— 

eine ganze rationale Zahl ist. Da ferner a prirn ist zum Führer (2), 
so ist \^ ein regtdäres Ringideal. 

Satz. Dem Frodukt zweier regulä/rer Ringideale ist das Produkt 
der Bugeordneten Körperideale zugeordnet. 

Beweis. Wenn wie im vorhergehenden Beweis 

i = (a, 6 + c(o), 1^ = (ai, 6^ + c^(a) 

zwei den regulären Bingidealen \^ und ^^ zugeordnete Körperideale 
sind; so ist 

j • 1^ = (a«i, a^b + a^CiOy a\ + ac^m^ . . .) 

dem Produkt der regulären Ringideale: 

ir^r ^ (^^i> ^i2& + «1^ + a^cYm, a2\ + ac^ + aCi]/m, . . .) 
zugeordnet. 

Durch Zusammenfassung dieser beiden Sätze zeigt man, daß jedes 
reguläre Ringideal nur auf eine einzige Weise in ein Produkt aus 
regulären Ringidealen zerlegt werden kann. 

In der Tat, ist j^ ein reguläres Ringideal und \ das zu (2)' prime 
zugeordnete Körperideal, so zerfällt j im Körper h (]/m) in eindeutiger 
Weise in ein Produkt von Primidealen, die auch ihrerseits alle prim 
zum Führer (2) sind. Jedem Primfaktor entspricht also ein reguläres 
Ringideal und dem Produkt dieser letzteren ist wiederum das Ideal j 
zugeordnet. Zu diesem Ideal gehört ja aber nach Yoraussetzimg das 
Ringideal j^, so daß also das Produkt der regulären Ringideale das 
gegebene Ideal j^ selbst ist. 

Die weitere Übertragung der Tatsachen, welche für die Ideale 
des Körpers gelten, auf den Zahlring ist nun vollends einfach. Es 
mögen nur noch einzelne Sätze extra angeführt werden: 

Die Norm eines regulären Ringideals n(j^) ist gleich der Norm 
des zugeordneten Körperideals, weshalb die Sätze über Normen analog 
wie für den Körper bestehen. Femer: 

Zwei reguläre Ringideale a^ imd b^ heißen äquivalent^ in Zeichen 
a^ "^ b^, wenn im Ring zwei ganze Zahlen a^ ß existieren, so daß 

— = !| ist, während zugleich die Norm von -|^, also w(^], positiv 

ausfällt.^) 

1) Diese engere Fassong des Äquivalenzbegriffes ist notwendig, um große 
Umständlichkeiten bei den weiteren üntersachnngen zu vermeiden. Man kann 
die engere Definition der Äquivalenz auch für den Körper selbst zugrunde legen. 
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Alle äquivalenten Ideale gehören wieder zu einer Idealklasse und 
man beweist genau wie früher die Endlichkeit der Klassenanzahl. 

Der Satz über die Einheiten nimmt für den Zahlring folgende 
Gestalt an: 

Satz. Die Einheiten in einem, imaginären Bing r (Ym) sind + 1, 

dagegen existieren in einem reellen Ring r ()/m) ufiendlich vide Einheiten, 
die sich dunrch eine einjsige Grundeinheit e^ in der Form ± €/ dar- 
stellen lassen. 

Beweis. Es ist nur nötig, die Behauptung für reelle Köi-per 
und Ringe zu beweisen. 

Wenn — '^- = 0, (2) oder m = 1, (8) ist, und wenn 6=^ a + ba} 

die Grundeinheit des Körpers A;(|/m) bezeichnet, so folgert man aus 
der Gleichung: 

n(£) = ± 1 = a« + a6 + ^^ h\ 

daß h eine gerade und a eine ungerade Zahl sein muß. Daher ist 
£=««•+ + -^Y'^ auch eine Einheit in r (|/w), man darf e^^ s 
annehmen. 

Wenn zweitens — ^^ ungerade, w = 5, (8) ist und wieder e = 

a + hc:) die Grundeinheit in Ä (j/^m) bezeichnet, so folgt aus n(£) = dt 1, 
daß entweder h gerade und a ungerade, oder i ungerade und a ge- 
rade oder auch a und h ungerade sein muß. 

Im ersten Fall kann man einfach wieder £^ =» e setzen; in den 
anderen Fällen wird 6* = J? + Co eine Einheit des Rings, weil C = 

3a&(a + &) + 6^ ( 1 + -—r—) eine gerade Zahl ist, und es kann 

B^^ B^ als Grundeinheit gewählt werden. 

Die Norm der Grundeinheit e^ ist positiv oder negativ, je nach- 
dem n(5) = ± 1 ist. 



Dadurch h&tten sich z. 6. die Definition anf S. 140 — 141 und der Satz auf 
S. 152 WSW. vereinfachen lassen. (Vgl. Hubert, Zahlber., S. 315 u. 816.) Das 
Charakterensystem eines Ideals \ ist dann stets das System der t Einheiten: 



/ + nix), ^ \ . . . /+ nij), m \ 
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An dieser Stelle fügt sich noch zweckmäßig eine Bemerknng ein 
über die bisher stets festgehaltene Voraussetzung; daß die Gfmndzahl m 
des Körpers %()/m) keine quadratischen Faktoren enthalten soll. 

Läßt man diese Voraussetzung fallen und ist m^pm^, so 
hat man zwei Möglichkeiten: 1.) Man kann aUe ganzen Zahlen 

« + 6VÄ betrachten: da dann 

c ' 

^/ — Ym 1 + l/wH f+yin 

auch ganze Zahlen sind, so ist in diesem vollen Umfang der Körper 

h(ym) identisch mit Jc(ym^. 2.) Betrachtet man aber nur Zahlen 

wie a -\-h Ym, so kommt dies auf die Untersuchung eines Zahlrings 

im Körper h (Ym^ hinaus, und das setzt voraus, daß die Zahlkörper 
mit quadratfreier Grundzahl schon untersucht sind. 



Dritter Abschnitt. 

Anwendungen der Theorie des qnadratisclien 

Zahlkörpers. 

84. Das y^etste Theorem** von Fennat. 

Format hat in seiner Ausgabe des Diophant Yon Bachet 
(Oeuyres de Fermat; tome U^ observations sur Diophante p. 291^ II) 
den Satz aufgestellt^ daß die Oleichung: 

ic" + jT = ^, 

ffir einen ganzzahligen positiven Exponenten n > 2 in ganzen ratio- 
nalen Zahlen x, y, z nicht gelöst werden kann, wenn man von 
denjenigen Lösungen absieht, bei welchen eine der Unbekannten gleich 
Null gesetzt ist. 

Fermat fügt hinzu, daß er diese Behauptung bewiesen habe. 
Außer dem Beweis, daß die Gleichung (s. Oeuvres 1. 1, p. 827, XXXIU 
und Beweis auf p. 340, XLV) 

ar* + y* = 0* 

in dem angegebenen Sinn nicht lösbar sei, findet sich aber in seinen 
Werken keine Andeutung eines Beweises. 

Erst Euler^) gelang es, den Beweis von Fermat auf den 
Fall n » 3 zu übertragen, und es haben später andere Mathematiker 
noch weitere spezielle Resultate gewonnen. So führten Legendre') 
und Lejeune Dirichlet') nach ganz verschiedenen Prinzipien den 
XJnmöglichkeitsbeweis f ür w = 5, « = 14 und Lame für n = 7. 

1) Ziemlich eingehende historische Notizen über die verschiedenen Ansätze 
zum Beweis des Theorems findet man bei H. J. Smith, Collect, papers. Report 11. 
p. 181. Die Beweise von Kummer hat Herr Hubert in seinem Zahlber. 
Kap. XXXVI, S. 512 ff. sehr wesentlich vereinfacht. Ich habe mich hauptsächlich 
dieser Darstellung angeschlossen, die mir als die beste erscheint. 

2) Legendre, Zahlentheorie, Bd. H, S. 1 u. 11 ff., femer 348, und S. 852 ff. 
für n = 5. 

8) Ges. Werke, Bd. I, S. 1, 21, 189 ff. Es handelt sich um die F&lle n^b 
und 14. Dirichlet gibt zugleich ganze Klassen von nicht lösbaren Gleichungen 
^* + ^y* = ^* usw. an. 
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Wieder andere Versuche, wie z. B. ein allgemeiner Beweis von 
Lam^^), waren von vornherein verfehlt, da sie den Satz von der 
eindeutigen Zerlegharkeit algebraischer Zahlen involvierten; sie zeigten 
eben nur die ünzu^nglichkeit des allgemeinen Problems. Erst Kummer^) 
ist es endlich gelungen, den Beweis im ganzen Umfange für alle 
Primzahlexponenten n < 100 zu führen. Außer den allgemeinen Rezi- 
prozitätsgesetzen ist es geradezu dieses Fermatscbe Problem gewesen, 
welches Kummer zu seinen Untersuchungen und Entdeckungen betr. 
die komplexen Zahlen geleitet hat. Man zweifelt nicht mehr, daß die 
heutigen Hilfsmittel der Mathematik auch zur vollen Lösung des 
Problems ausreichen. 

a) Entwicklungen von Fermat. 

Es ist wohl durch das historische Interesse gerechtfertigt, wenn 
ich den Ghnindgedanken des Fermatschen und Eulerschen Beweises 
zunächst hier anführe. 

Ich entwickle den Fermatschen Beweis für die Unlösbarkeit 
der Gleichung a?* + y* = jer* im wesentlichen nach der Darstellung von 
Legendre*), mit den Abkürzungen, welche die Lehre von den Zahl- 
körpem von selbst darbietet. 

Bezüglich der Ausdrucksweise möge festgesetzt werden, daß der 
Satz: „die Gleichung ir* -f y* = jb?^ ist unlösbar^^ besagen soU, daß es 
keine ganzzahligen rationalen Werte gibt, welche alle von Null ver- 
schieden sind und welche die Gleichung befriedigen. 

Man kann femer x, y, z als teilerfremd voraussetzen, da man 
einen ev. gemeinsamen Faktor durch Division wegschaffen könnte. 

Wenn die Gleichung 

:c* + y* = ^' (1) 

in ganzen, durchweg von Null verschiedenen Zahlen rr, y, z lösbar 
ist, so bilden 7?^ y*, z eine Lösung der Diophantischen Gleichung: 

(ff^{ff^z\ (la) 

Da nach dieser Darstellung z nur Primzahlen von der Form 
4n + 1 enthalten kann, abgesehen von solchen Faktoren, welche in 
X und y gleichzeitig enthalten sind, so kann z als Summe zweier 



1) Comptes rendus. 1847. Vol. 24, p 310. 

2) Yerscliiedene Abhandlungen aus dem Cre 11 eschen Journal, Bd. 17, 40, 
sowie aus den Monatsber. der k. Akad. d. Wissensch., Berlin 1847, April, und 
Abhandl. der k. Akad. d. Wissensch., Berlin 1857. 

3) Legendre, Zahlentheorie, übers, v. Maser 1886, Bd. II, S. 1 ff. 

Sommer, Zahlentheorie. 12 
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Quadrate dargestellt werden, und es muß daher jede Lösung folgender- 
maßen durch zwei ganze rationale Zahlen r, s ausdrückbar sein: 

a;8«r* — s^ f^2rs, £!==^f^ + s^. (3) 

Setzt man von vornherein x, y, z teilerfremd voraus, so dürfen oJBfen- 
bar auch r und s keinen Teiler gemeinsam enthalten, es können 
femer beide Größen positiv vorausgesetzt werden. 
Betrachtet man nun die beiden Ausdrücke 

d? = 7^ — ^ und y^ =« 2r5, 

so folgt zunächst aus der Voraussetzung, daß r und s keinen ge- 
meinsamen Faktor haben und weil y^ = 2r5, also y selbst gerade ist, 
daß entweder r und 2s oder auch 2r und s ganze rationale Quadrat- 
zahlen sind. 
Ist etwa: 

2s = 4i;2, 
so wird 

a^ « w* - 4v*. (4) 

Diese Gleichung ist nun wiederum eine Diophantische Gleichung, 
der genügt wird, wenn man die Substitution macht: 

t^3 =. a« + 62 (5) 

t?« « ah, (6) 

wo a und h teilerfremde ganze (positive) Zahlen sein sollen. Genau 
wie oben folgt aus (6) wieder, daß a und h Quadratzahlen sind. 
Schreibt man daher: 

« = A 6 = /, 

so führt die Gleichung (5) auf die Gleichung: 

u* = f* + /. (7) 

Diese Gleichung ist zwar der Form nach identisch mit der ur- 
sprünglichen Gleichung (1), aber nach der Konstruktion der Zahlen 
u, f, g ist jetzt: 

denn es ist z. B. 5 ^ 1, und: 

r = ^* < ^' 
also: 

dann folgt aus (6) weiter: 
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oder es ist: 

Bezeichnen wir nun in der Gleichung (1) mit y den kleineren 
der beiden Werte x, y, so können wir das in der Gleichung (7) 
liegende Ergebnis so formulieren: 

Ist die Gleichung (1) in ganzen (positiven) Zahlen lösbar, so 
kann man stets aus den Werten einer Lösung Ueinere (positive) Werte 
konstruieren, welche ebenfalls eine Lösung der Diophantischen Glei- 
chung (1) darstellen. Man kann dieses Verfahren fortsetzen und aus 
dem Zahlenpaar x, y unendlich viele andere positive Zahlenpaare f, 
g usw. ableiten, die immer kleiner werden und die Gleichung (1) 
befriedigen. Diesem Ergebnis widerspricht aber, daß unter einer 
positiven Zahl nur endlich viele andere positive kleinere Zahlen 
liegen. Die Annahme, daß Gleichung (1) eine Lösung besitzt, ist 
also unzulässig. 

Ich schließe an den vorausgehenden Beweis noch einige Bemer- 
kungen an: 

1.) Durch den Beweis ist gezeigt; daß auch keine Gleichung von 
der Form 

^ + y* »^^ 

in ganzen Zahlen lösbar ist^ ebensowenig ist die Gleichung: 

a;8 + y8 « Z^ 

lösbar, weil ja sonst die Lösung x^, y^, z die frühere Gleichung: 
befriedigen würde. Allgemein ist die Gleichung unlösbar: 

2.) Von den Gleichungen (3) des vorstehenden Beweises können 
auch nicht zwei durch ganze rationale Zahlen x, y, z, r, s befriedigt 
werden. Setzt man daher statt ci? ^r^ —s^i 

was stets erlaubt ist, Aas? ungerade sein soll und r + s, r — s 
keinen gemeinsamen Faktor haben können, dann folgt: 

2r^x^^ + y^^ 

2s = Xi* — yi* 

12* 
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und durch Ausmultiplizieren: 

Es ist also auch keine Gleichung Ton der Form 

2^ = or* - y* 

lösbar. 

3.) Da die Gleichung 

^ + y* = ^ 

in ganzen Zahlen nicht lösbar ist, so gibt es keine zwei Zahlen r 

und Sy für die gleichzeitig 

ic« =x r* — ^ 

5« = r* + «2 

wäre. Die Gleichung: 

a?z^ = 1^ — 5*, 
oder anders geschrieben: 

jsr» -= X* — y*, 
ist also ebenfalls unlösbar. 

Fermat hat dieses letzte Resultat so formuliert: es gibt kein 
rechtwinkliges Dreieck mit ganzzahligen Seiten, dessen Inhalt gleich 
einer Quadratzahl ist. 

Sind nämlich a, & die Katheten des Dreiecks, c die Hypotenuse, 
so müßten alsdann, wenn f auch eine ganze Zahl bezeichnet, die Glei- 
chungen gelten: 

a:» + y» =■ ^*, 
oder: 

{x - yy - «» - 4/"« 

{x + yy = £r» + 4r, 

{x* - fy = ^ - (2/-)^ 

dies sind aber Gleichungen, die nach den erhaltenen Resultaten in 

ganzen Zahlen Xy y, 0, f nicht lösbar sind. 

Für den bisher entwickelten Fermatschen Beweis war ein Ansatz 

dadurch gewonnen, daß man von der Lösung der Diophantischen 

Gleichung 

a^ + y^ ^ z^ 

ausgehen konnte. Der wesentliche Grundgedanke des Beweises ist in- 
des der, daß man aus der Annahme einer Lösung der Gleichung (1) 
unendlich viele andere Lösungen mit immer kleineren Werten der 
unbekannten nachweisen kann. 



oder: 
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Dieser selbe Grundgedanke läßt sich auch noch^ wie Euler ge- 
zeigt hat, zum Beweis der Behauptung anwenden, daß die Gleichung 

^' + y* = ^ 
keine Lösung besitzt. 

b) Entwicklung von Legendre. 

Die Beweise, die Kummer für den „letzten Fermatschen Satz'' 
gegeben hat, beruhen auf einem anderen Prinzip, das in seiner ein- 
fachsten Form Legendre^) schon verwendet hat und das wir an dem 
Beispiel der Gleichung: o?' + y' = ^', kurz auseinandersetzen wollen. 

Satz. Die Gleichung 

a;3 + y8 _ ^ (1) 

isb ufdösbaiTf d. h. sie kann nicht durch drei von Null versctiiedene 
ganze rationale Zahlen für x, y, z befriedigt werden. 

Beweis. Zunächst kann man voraussetzen, daß keine zwei der 
Zahlen x, y, z einen gemeinsamen Faktor besitzen, da derselbe sonst 
auch in der dritten Zahl stecken würde und sich folglich wegheben 
ließe. Wenn die Gleichung (1) lösbar ist, so darf man also von vorn- 
herein ausschließen, daß zwei der Zahlen x^ y, z den Faktor 3 be- 
sitzen. Wenn man die Möglichkeit, daß eine der drei Zahlen durch 
3 teilbar ist, für z allein zuläßt, so sind die Zahlen x^ y modulo 3 so 

beschaffen, daß: 

x = ±\, (3) und y = ± 1, (3) ist. (2) 

Bildet man nun die dritten Potenzen {x T 1)^ und (y T 1)*, so ergibt 
sich, daß: 

a;» = ±l, (9), y» = ±l, (9) (3) 

ausfallt. Folglich sind für die Summe x^ + y^ zweier zu 3 primen 
Zahlen nur noch die nachstehenden Möglichkeiten vorhanden: 



^•\-f = 



2 



0, (9). (4) 



Nimmt man zunächst an, daß auch z nicht durch 3 teilbar ist, so ist: 

^' = ± 1, (9). (5) 

1) Zahlentheorie, Bd. II, S. 348 fif. Auch Gauß hat sich mit dem Beweis 
der Fermatschen Behauptung fOr komplexe Zahlen sogar beschäftigt, wie die aus 
dem Nachlaß herausgegebenen Notizen zeigen (vergl. Werke, Bd. 11, S. 887 ff.), 
und zwar hat er zum Beweis far die Fälle n := 3, 5 ebenfalls das Prinzip der 
Beweise von Legendre und Kummer angewendet. 
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Alsdann ergibt aber die Zusammenfassung der Kongruenzen (4) 
und (5): 

SO daß unmöglich die Gleichung a^ + y^ — z^ = oder 

a;8 -|- y8 = g^ 

statthaben kann, weil dann der Ausdruck x^ + y^ — g^ =: 0, (9) wäre. 
Somit bleibt nur die Voraussetzung übrig; daß sf durch 3 teilbar ist. Sei 

SS = S^^sTj, (n eine ganze positive Zahl ^ 1), 

dann ist also die Gleichung (1) nur lösbar, wenn sie von der Form ist: 

x^ + y^^ 'd^''^^. (6) 

Die Lösbarkeit dieser Gleichung (6) vorausgesetzt, muß 
x = ±l, (3), und gleichzeitig y = + 1, (3) 

sein. Man kann darum setzen: 

wo p durch 3 teilbar ist, q aber nicht, und wo p und q teilerfremd, 
außerdem nicht gleichzeitig ungerade sind. Dann folgt: 

x + y^2p 
ix^ — xy + y^--^p^ + 3g% 

und die Gleichung (6) geht damit über in: 

2p(i>« + 33*) = 3»'«;?». (8) 

Da die linke Seite dieser Gleichung gerade ist, so muß auch e eine 
gerade Zahl sein, dann wird aber: 

und es muß femer auch p gerade sein, weil p^ + Bq^ sicher un- 
gerade ist. 

Die beiden Faktoren 

p und p^ + 3g* 

haben wegen i> = 0, (3) den gemeinsamen Faktor 3; andere Faktoren 
können dieselben aber nicht besitzen, da jeder Faktor zugleich in p 
und Sq^ enthalten sein muß. 

Sind nun Uy v zwei ganze teüerfremde Zahlen imd: uv = 0^, so 
folgen daher aus (8) die beiden Gleichungen: 

2i) = 28''*38"-^«i« (9) 

p« + 33a « 3v\ (10) 
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Die linke Seite der Gleichung (10) ist im Körper k (]/— 3) die 
Norm einer ganzen Zahl, folglich ist anch v^ und v selbst in diesem 
Körper zerlegbar, man kann daher die Relation ansetzen: 

p + yirsq=.y^d(f+y-3gy, (ii) 

WO f und g wieder ganze teilerfremde Zahlen sind. Durch Aus- 
multiplizieren und Vergleichen beider Seiten erhalt man aus Glei- 
chung (11): 

P = - 9/-^ + 9<;^ 

«-/■'- 9/V/*, 
also wird Gleichung (9): 

2/7(^ -/■)(.(/+/■) = 2«- 3»«-'ti«. 

Diese Gleichung erfordert aber, da ^, ^ — f und g + f keinen gemein- 
samen Teiler besitzen können und da eine der beiden Zahlen g, f ge- 
rade, die andere ungerade sein muß, daß die rechte Seite zerfällt nach 
einem der zwei folgenden Systeme: 

2^ = 2»'"3«(«-^)c8 oder 2^ = 2»'"q« 

g-f=^b^ g-f^^^^^-^)\^ 

g + f'^-a^ g + f-^a^". 

Hieraus folgt dann entweder: 

a» + 6» = 2»'»38('-i)c«, oder 2«'«Ci« = 3»(«-^) V + <^i- 

Weil indessen im Fall der Lösbarkeit einer solchen Gleichung die 
durch 3 teilbare Zahl auch durch 2 teilbar sein muß, so könnte 
überhaupt nur die erste Gleichung bestehen, und es würde sich aus 
den angenommenen Lösungswerten auch eine Lösung der Gleichung: 

a;8 + y3 = 3»(«-i);?» 

berechnen lassen. Durch Wiederholung käme man zu Werten, welche 
die Gleichung 

^1 + Vi = ^1 

befriedigen, wo nun x^, y^ und z^ nicht durch 3 teilbar sind. Dies 
widerspricht aber der zuerst gemachten Bemerkung, daß z^^ durch 3 
teilbar sein müßte. Die Gleichung 

a;8 -f y3 = z^ 

kann also in der Tat keine Lösung besitzen. 

Weitere Bemerkungen, die sich an dieses Ergebnis anschließen, 
BoUen später folgen. Zunächst behandle ich nun die beiden Sätze 
auf Grund der Lehre von den Zahlkörpem. 
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ej Entwicklongen Ton Kummer und Hubert. 

Kammer hat das Fermatsche Problon noeh erbeblieh erweitert, 
irulem er zeiffie, daß die Gleiehnng: 

jc- ^ y- =« z-, 

für n ^2 nicht bloB in ganzen rationalen Zahlen, sondern auch in 

den ganzen Zahlen den dnrch die yT bestimmten Zahlkorpers unlös- 
bar itft, 

FQr den Fall n » 3 lautet Kummers Behauptung folgender- 
maßen: 

Satz« Die Gleiehumj 

igt nickt lödxir in gangen Zahlen des Körpers k ()/— 3). Oder, wenn 

Uf ßj y drei ga/nze von Nvll verschiedene Zahlen des Körpers i (Y— 3) 
bezeichnen, so kann ztoischen denselben keine Relation von der Form: 

«»-/}» = f (1) 

tMidehen. 

Beweis, Die Klassenanzahl des Körpers A;(}/— 3) ist A»l, 
und es sei^ mit einer kleinen Änderung der Bezeichnung, gegen früher, 

Co — ~ "~2 • Falls die Gleichung (1) überhaupt lösbar ist, so 
kann man irgend zwei der Zahlen a, ß, y als teilerfremd voraussetzen. 

Bedeuten aber a, ß, y drei teilerfremde Zahlen des Körpers X;(V^ 3) 

und setzt man: 

A - 1 - o, 
also 

(A) = (V- 3), 

80 läßt sich zunächst zeigen: wenn die Gleichung (1) in ganzen 

Zahlen des Körpers k ()/— 3) losbar ist, so muß eine der 3 Zahlen 
a, ß, y den Faktor X enthalten. 

Sind nämlich a, ß nicht durch X teilbar, und schreibt man etwa: 

a '^ a + b<o ^ {a + b) — b (1 — coi), 

so ist a + & sicher nicht durch A und umsoweniger durch 3 teilbar. 
Da dann stets: 

a + 6 = ± 1, (3) 

sein muß, so ist notwendig: 

a = ± 1, (A), 
desgleichen: 
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Wie man leicht erkennt, ergibt sieh hieraus, daB für die Differenz 
a* — j8' in bezug auf k^ eine der drei folgenden Kongruenzen statt- 
haben muß: 



a» - /S'^ = 



1+2- '"'■ 



Wenn auch die dritte Zahl y prim zu X vorausgesetzt ist, also: 

angenommen wird, so ergeben sich für den Ausdruck a' — /3* — y* 
modulo k^ folgende Möglichkeiten: 

Weil indessen: 

±3*0, ± 1 * 0, (A») 

ist, kann umsoweniger 

„3 _ ^8 _ y8 _ 0, 

oder 

«3 - /38 _ yS 

sein. D. h., wenn die Gleichung (1) lösbar ist, dann muB jedenfalls 
eine der drei Zahlen a, /}, y durch A teilbar sein. 

Es sei nun y die durch X teilbare Zahl, mithin . 

so läBt sich jetzt durch eine genauere Untersuchung der Zahlen k 

und ß weiter zeigen, daB der Exponent n ^ 2 sein muB. Indem 

man nämlich die zu A prime Zahl a =» a + &cd betrachtet, ist: 

entweder 

a^+l, (3), 6^0,(3), 

dann kann man aber: 

a = ± 1 + A*«!, 

setzen, wo a^ eine ganze Zahl des Körpers ist; 
oder 

a = ± 1, (3) und gleichzeitig 6 = ± 1, (3), 
weil 

a + &s±l, (3) 
sein muB; dann wird: 

a = a + 6(D = ± (1 + cd) + A*«!, 
wo jetzti 

iy = 1 + GJ 

eine Einheit des Körpers ist. 
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Bezeichnet man mit 17, tj^ usw. Einheiten des Körpers, so gilt 
daher für die zu k prime Zahl a eine Kongruenz: 

und analog fiir ß: 

Wegen der Kongruenz: 

a» ~ /J» = 0, (A») 
muß dann 

sein, folglich ist: 

a» - |8» = 0, (A*). 

Soll also die Gleichung (1) bestehen, so muß y mindestens durch 
A* teilbar sein, d. h. in der Gleichung y = l*^yi ist w ^ 2 zu nehmen. 
Nun läßt sich die ünlösbarkeit der Gleichung (1) zeigen, indem 
man beweist, daß auch die noch etwas allgemeinere Gleichung: 

a8-/38 = ^;i8«y«, (2) 

wobei Tj eine Einheit des Körpers bezeichnet, nicht lösbar sein kann. 
Wegen der Bedingungen: 

«»_/}» = 0, (A») 
müssen a, ß die simultanen Bedingmigen erfttllen: 

« =^ + 1, (4 ß^±h w, 

woraus dann die simultanen Kongruenzen folgen: 

a-ß =0 

a — (0(i ^ / , (A). 

a — (o^ß = 

Von den drei Differenzen a — ß, a — oßj a — cj^ß kann nur eine die 
Zahl A zu einer höheren als zur ersten Potenz enthalten. Wenn man 
nun annimmt, es sei a — ß mindestens durch A* teilbar, so können 
a — a)ß und a — (o^ß nur durch A teilbar sein, denn es ist z. B. 

"-=^ - ± 1, w, 

da femer a und ß prim zueinander sind, so können die drei Zahlen 
€c — ß, a — o/S, a — (D^ß überhaupt keinen weiteren Paktor außer A 
gemeinsam haben, woraus dann schließlich folgt, daß der B.elation (2) 

oder: 

{a - ß){a - a}ß){a - (o^ß) = lyA»«^» (2a) 

nur so zu genügen ist, daß man setzt: 
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a~ß ==7;iZ»"-«T 



8 



(3) 



a — oß =» i^jA^ii* 
a — cül^ß =» %>lv*, 

wo 1^1, 1^2 , 1^3 Einheiten des Körpers und z, ii, v ganze teilerfremde 
Zahlen bezeichnen. Wegen der Gleichung: 

C}{a- ß) + G)^{ci - Giß) + (« - (D^ß) = 0, 

ergibt sich dann aus dem Gleichungssystem (3): 

* 

oder wenn mit o^rj^k dividiert wird und für die noch bleibenden 
Einheiten die Buchstaben g resp. ^^ geschrieben werden: 

Um die Einheit ^ zu bestimmen, faßt man die letzte Gleichung 
als Kongruenz nach A* auf, was wegen « ^ 2 erlaubt ist. Dann ist: 

„8 _ g^8 _ 0, (A»). 

Nun sind /i, v ^ + 1, (A) und ^*, v' = ± 1, (A^); daher kann die letzte 
Gleichung offenbar nur erfallt sein, wenn: 

s = ± 1, in 

d. h. wenn 

ist. 

Man ist also durch die Voraussetzung der Lösbarkeit der Glei- 
chung (2) darauf geführt, daß auch 

eine Lösung besitzt. Durch die wiederholte Anwendung des Ver- 
fahrens auf die letzte Gleichung und die Portsetzung des Prozesses 
gelangt man dann zu einer Gleichung: 

wo nun alle drei Zahlen a, ß, y den Faktor X nicht mehr enthalten. 
Das Bestehen dieser letzten Gleichung widerspricht den Anforderungen, 
denen eine Lösung genügen müßte. Die Voraussetzung des Beweises 
ist also unzulässig. Die Gleichung (2) und umsomehr auch die 'Glei- 
chung (1) ist in ganzen Zahlen des Körpers i (}/— 3) nicht lösbar. 



Zum Schlüsse soll noch die Kummersche Verallgemeinerung des 
Fermatschen Satzes für » = 4 bewiesen werden. 
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Satz. Die Diophcmtische Gleichung 

a* + /J* = y« 

ist in ganzen Zahlen des Körpers k (Y— l) nickt löänir, wenn alle 
drei ZaMen a, ß, y von NvU verschieden sein sollen. 

Beweis. Anstelle der gegebenen Gleichung sei zugrunde gelegt: 

«* = y»-^. (1) 

tty ß, y seien ohne gemeinsamen Faktor. Wenn nun: 

gesetzt wird, so läßt sich zunächst zeigen, daß im Falle der Lösbar- 
keit der Gleichung (1) eine der Zahlen a oder ß notwendig den Faktor X 
enthalten muß, während die übrigen beiden Zahlen diesen Faktor k 
nicht besitzen. 

Bekanntlich sind die Zahlen 2, ± (l ± V— l) durch A teilbar, 

denn es ist ja 2 = nCA) und A'= V-- 1 A. Jede ganze Zahl a des 
Körpers, welche zu X prim ist, genügt einer Kongruenz: 

femer genügt jede ganze Zahl, welche relativ prim zu 2 ist, einer der 
beiden Kongruenzen: 

a^]/-l, (2) oder « ^ 1, (2), . (2) 

denn es gibt nur zwei zu 2 relativ prime Bestzahlen. 

Aus jeder dieser Kongruenzen (2) folgt sodann weiter: 

«* - 1 = 0, (A«), 

d. h. die vierte Potenz jeder zu X relativ primen ganzen Zahl des 
Körpers ist stets kongruent -f- 1 nach dem Modul X^ oder nach 8. 

Nimmt man jetzt zuerst an, die Gleichung (1) bestehe für ganze 
Zahlen a, j?, 7, von denen a, ß prim sind zu X, Dann ist: 

«« = 1, (A«) und /3* = 1, (A«), (3) 

folglich: 

«* + /J* - 2 = 0, (X«). 
Aus der Gleichung 

c^ + /3* - 2 - / - 2 (4) 

folgt nun weiter, daß y durch }} teilbar, oder daß y =^ Xy^ sein 
müßte, wo nun y^ prim ist zu X. Alsdann wird aber 

y« - 2 = AVx* - 2 = - 2)/:ri (y^> _y^ 1), 

d. h. es müßte die Kongruenz bestehen: 

y^»_y-i^O,(A*); 
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dies ist nicht der Fall, weil fOr irgend eine ganze Zahl y^ nur eine 

der beiden Kongruenzen y^* ^ + 1, oder y^^ = — 1, (A*) möglich ist. 

Nimmt man zweitens an, die Zahlen ß und y seien prim zu A, 

80 ist stets 

/^l, (i») und ^ = 1, (n 

die Differenz y^ — ß*' ist also mindestens durch A' teilbar; d. h. es muß 
notwendig a^O, (A) oder a =« ^"«^(w ^ 1) sein, wenn die Glei- 
chung (1) für ganze Zahlen des Körpers fc()/— l) zu Recht besteht. 

Die Gleichung (1) ist also nur lösbar, wenn die Gleichung 
A*"«* = y^ — /J* lösbar ist, und umgekehrt. 

Man ersetzt nun die letztere Gleichimg wieder durch eine etwas 
noch allgemeinere Gleichung: 

£A*«a* =- / - ß\ (5) 

• 

in der € eine Einheit von ä(|/— l) bezeichnet und untersucht die 
Lösbarkeit dieser Gleichung. 

Die Gleichung (5) kann etwas anders geschrieben werden: 

y*- l=««A*"a* + ^- 1; 

da j3* — 1 stets durch A^ teilbar ist, so folgt, daß y* — 1 mindestens 

durch A^ teilbar sein muß, wenn die Gleichung (5) lösbar sein soll, 

oder es ist: 

f^l, (A*). (6) 

Diese Kongruenz kann aber nur erfUllt sein, wenn von den beiden 

Möglichkeiten y = ]/— ^1 oder y ^ 1, (A^) die zweite vorliegt. Setzt 
man dann etwa: 

y~l = A^r, so wird: y + 1 = A'(r + ]/^), 

und da r-{-Y~-l durch A teilbar ist, so gilt daher die Kongruenz: 

Somit ist die rechte Seite der Gleichung (5) jedenfalls durch A^ 
teilbar, und das bedingt, daß der Exponent w ^ 2 vorausgesetzt 
werden muß. 

Schreibt man jetzt die Gleichung (6) in der Form: 

6A*"«* = (y - /3>)(y + ß% (7) 

und bemerkt, daß y — ß^ und y + ß^ außer A^ keinen gemeinsamen 
Teiler besitzen können, da jeder solche Teiler zugleich in 2y und 
2/3* aufgehen muß, so kann man die Gleichung (7) z. B. durch das 
nachfolgende System ersetzen: 
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y^ß^-V^^<^ 1 (8) 

y + ^' = i?iA*"-V, I 

in dem 6, x zwei ganze teilerfremde Zahlen, iy, v^^ Einheiten des Körpers 
Ä(y— l) bezeichnen. Dnrch Subtraktion der Gleichungen (8) folgt: 

oder wenn diese Gleichung mit 2 dividiert wird, und anstelle von 
— ~ und -\ - die Einheiten g und g^ geschrieben werden: 

ß'-^f5'^i^k^^^-^)x\ (9) 

Da w ^ 2 ist, folgt aus dieser Gleichung zur Bestimmung von t, 
eine Kongruenz nach dem Modul A*: 

/8« - e<y* = 0, (X*) oder /3« - g = 0, (A^), 

und aus dieser ergibt sich S = ± 1- D- h. wenn die Gleichung (5) 
lösbar ist, so ist auch die Gleichung (9) oder anders geschrieben: 

a*(''-i)«* = /-/3* (10) 

lösbar. Wendet man nun dieselbe Schlußweise, die eben zur Unter- 
suchung der Gleichung (5) gedient hat, auf die Gleichung (10) an 
und wiederholt das Verfahren, so gelangt man schließlich zu der Fol- 
gerung, daß auch die Gleichung: 

£A*(^ =- y* - /**, 

lösbar ist, was nach den ersten Erörterungen über die ev. Lösungs- 
werte der Gleichung (1) oder (5), worin n ^ 2 sein muß, nicht zu- 
trifft. Die Annahme des Beweises ist also falsch, und folglich gilt 
die Behauptung des Satzes. 

Aus diesem Beweis der Fermatschen Behauptung folgt unmittel- 
bar, daß weder die Gleichung: 

^^ = ^ + /, 
noch die Gleichung: 

jS^ = (Xi^ — y*' 

durch ganze rationale Zahlen, welche sämtlich von Null verschieden 
sind, lösbar sein kann. 

Endlich ist es nur eine andere Form der Fermatschen Behaup- 
tung, wenn man sagt, daß die Gleichungen: 

a;8 -j- y3 = Z^ 

und 

^ ± y* = ^; 
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auch nicht für irgend welche gebrochenen rationalen Zahlen bestehen 
können, die alle drei von Null verschieden sind. 

Eine Eonsequenz der Beweise ist femer, daß überhaupt keine 
Gleichung: 

oder 

o;^" ± y*" = jgr^ n> 1 

in ganzen Zahlen, von denen keine gleich Null ist, bestehen kann, 
denn jede Lösung ergäbe notwendig eine Lösung der Gleichung 

resp. 

iT* + y* = jß^^ 

In etwas veränderter Fassung lautet das Fermatsche Theorem in 
den von uns behandelten Fällen so: für irgend welche rationalen 
Zahlen x sind 

stets irrational. 

In geometrischer Form würde das Fermatsche Theorem aussagen, 

daß diejenigen Kurven 

rc^ ± t/* = c^ 

o:* + y* = c*, 

für welche C eine rationale Zahl ist, niemals durch Punkte mit ratio- 
nalen Koordinaten hindurchgehen können. 

Für den FaU Z = 3 kann man aber noch weiter gehen. Es ist 
leicht einzusehen, daß die Gleichungen 

^* ± y^ = ^ 

auch nicht für Quadratwurzeln aus irgend welchen ganzen rationalen 
Zahlen bestehen können. Sind nämlich a, 2>, c drei teilerfremde Zahlen, 
die nicht Quadratzahlen sind, so folgt aus: 

die Gleichung: 

da nim links eine ganze rationale Zahl steht, so müßte 

ebenfalls rational sein, was nicht möglich ist, da nach der Voraus- 
setzung a, h weder Quadratzahlen sind, noch einen gemeinsamen Faktor 
enthalten. 
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Es liegen also auf einer Kurve 

a?' ± y^ = (? 

mit der rationalen Konstanten c auch keine Punkte, deren Koordi- 
naten durch Quadratwurzeln aus rationalen Zahlen sich ausdrücken. 
Für spätere Untersuchungen über die Zahlkörper vom dritten 
Grade ist eine Folgerung sehr nützlich, welche Kronecker^) aus der 
Tatsache gezogen hat, daß die Gleichung 

x^ + y^^l 

in rationalen Zahlen nur lösbar ist, wenn x oder y Null gesetzt wird. 
Vorausgesetzt, daß die Gleichung ä?'^ + y* = 1 irgend welche 
rationale Lösungen besitzt, so könnte man das Lösungssystem rr, y 
durch zwei andere rationale Zahlen a, & in der Gestalt: 

2a_ _ 8& + 1 

•darstellen. Mit diesen Formeln wird nun: 

^ 2f -»■ — (35 _ 1)3 y 

und jede rationale Lösung der Gleichung rc' + y' — 1 =0 ergibt gleich- 
zeitig eine rationale Lösung der Gleichung: 

4a» + 276« + 1=0. 

Weil aber die Gleichung a:* + y* — 1 = nur die Lösungen a; = 1, 
f/ = (oder a; ~ 0, y = 1) besitzt, so kann die Gleichung: 

4a» + 27&2 + i=:=0, 

nur die Zahlen a = — 1, ft = ± -J" ^^ einzige rationale Lösungen 
besitzen. 

Beachtet man jetzt«), daß: 

A^ (4a8 + 276«), 

<lie Diskriminante der Gleichung dritten Grades: 

x^ + ax + 1^0 

ist, oder das Quadrat des Produktes der Wurzeldifferenzen dieser 
Gleichung: 

darstellt, so lautet das Ergebnis der Untersuchung folgendermaßen: 

1) L. Kronecker, Werke, I. Bd. 1895, S. 121 oder Grelles Journal, Bd. 56, 
S. 188. 

2) Vergl. z. B. H. Weber, Lehrbuch der Algebra. 2. Aufl. 1898. Bd. I, S. 168. 
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Satz. Die Gleichungen: 

sind die beiden einzigen Gleichungen dritten Grades mit rationalen 
Koeffizienten, für welche das Produkt der drei quadrierten Wurzel- 
differenzen + 1 tvird, tcährend zugleich die Summe der drei Wurzeln 
den Wert Null hat. 

Die weiteren Fälle der Gleichung a?" + y** = £r", wo w ^ 5 an- 
genommen ist, erfordern zu ihrer Behandlung Hüfsmittel aus der 
Lehre von den allgemeinen algebraischen Zahlen, die in diesem Buche 
nicht entwickelt sind. Wir müssen daher die Untersuchung der 
Eermatschen Behauptung hier abbrechen und wenden uns nun zu 
einer weiteren Anwendung der Lehre vom quadratischen ZahlJcörper 
auf die Eigenschaften der quadratisclien Formen. 



35. Überblick über die Fundamentalprobleme der Theorie der 

quadratischen Formen. 

Bei der Untersuchung spezieller Zahlkörper, so z. B. der Körper 
Tc (]/— l), k ()/2) usw. haben sich Bedingungen ergeben zur Entschei- 
dung darüber, wann eine rationale Zahl a durch einen Ausdruck 

x^ + y*, oder a^ — 2y^, oder ic* -f- 3y* 

usw. usw. darstellbar ist, oder anders ausgedrückt, wann eine Dio- 
phantische Gleichung yon der Form: 

a = ic^ — my\ 

durch ganze rationale Zahlen x, y befriedigt werden kann. 

Diese Sätze sind Spezialfälle einer allgemeinen Theorie, nämlich 
•der Theorie der quadratischen Formen. 
Man nennt jeden Ausdruck: 

/'= ax^ + 2hxy + ct^, 

in welchem a, h, c gegebene Zahlen, x, y Veränderliche sind, eine 
homogene quadratische Form, und es wird insbesondere in der Zahlen- 
theorie stets vorausgesetzt, daß die Koeffizienten a, 2b, c ganze ratio- 
nale Zahlen sind. 

a, b, c heißen die Koeffizienten der Form, und zwar a, c die 
äußeren Koeffizienten, b der mittlere Koeffizient. Gauß hat in 
seinen Untersuchungen stets 25 als gerade yorausgesetzt. 

Nachdem schon Euler durch die Untersuchung besonderer quadra- 
tischer Formen zu sehr bemerkenswerten Entdeckungen geführt worden 

Sommer, Zahlentheorl». 13 
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war^ griff zuerst Lagrange die üntersuchnng der allgemeinen qnadra- 
tisclien Formen vom Gesichtspunkt der Zahlentheorie ans an und 
entwickelte dazu die Eigenschaften der Kettenbrüche. Legendre 
hat diese Untersuchungen weitergeführt und seine Ergebnisse in Ver- 
bindung mit den Untersuchungen der älteren Mathematiker in seiner 
„theorie des nombres" dargestellt. 

Den größten Fortschritt in der Theorie der quadratischen Formen 
verdankt man aber Gauß^). Fast die gesamte Sectio V der Disquis. 
arithmet., nahezu die Hälfte des ganzen Werkes, ist diesem Gegen- 
stande gewidmet. 

Die Darstellung von Gauß ist nach Form und Inhalt für die 
Zahlentheorie vorbildlich geworden , ja es rühren die fruchtbarsten 
Methoden und reiche und tiefliegende Probleme von Gauß selbst her. 

Ich will hier zunächst eine Reihe wichtiger, notwendiger Bezeich- 
nungen erklären und dann die fundamentalen Fragestellungen aus der 
Theorie der quadratischen Formen anführen, um schließlich den Zu- 
sammenhang mit der Eörpertheorie darzustellen. 

Nach Gauß heißt eine quadratische Form: 

-F = arc* -f 2bxy + cy^, 

eigentlich primitiv , wenn a, 2by c keinen gemeinsamen Faktor be- 
sitzen, und uneigenäidi primitiv, falls a^ 2b, c die Zahl 2 als größten 
gemeinsamen Faktor besitzen. Die Diskriminante: 

D^b^- ac, 

heißt die Determinante der quadratischen Form. Die Determinante 
kann positiv oder negativ sein, was wesentliche Unterschiede für die 
Behandlung der entsprechenden Formen bedingt, ähnlich wie dies ja 
auch für reelle und imaginäre Körper der Fall ist. 

Der wichtigste Fall der quadratischen Formen, auf den wir uns 
beschränken, ist derjenige, daß D keine quadratischen Faktoren ent- 
hält. Der Fall, daß D » ist, wird im folgenden ganz ausgeschlossen. 

Führt man in einer Form F mit der Determinante D an Stelle 
von X und y neue Veränderliche x^, y^ ein, durch eine Substitution 
mit ganzen rationalen Koeffizienten: 

x-^rx^ + sy^, 
y^tx^ + uy^y 



1) Znm Verständnis dieser Nummer vergleiche der Leser aufier den oben 
genannten Werken von Gauß und Legendre die entsprechenden Kapitel in den 
Lehrbüchern von Dirichlet-Dedekind, oder Bachmann usw. 
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SO erhält man eine neue Form: 

oder wenn zur Abkürzung der Index 1 an den Veränderlichen weg- 
gelassen wird: 

Die Determinante der Form f, yon der man sagt, daß sie durch 
Transformation aus der Form F abgeleitet Bei, ist: 

r s ^ 



t u 

wo A die Transformationsdeterminante heißt. 

Wenn A von ± 1 verschieden ist, so sagt man, die Form f sei 
unter der Form F enthalten, wenn dagegen A =» ± 1 ist, so bezeichnet 
man die Formen F und f als äquivalent, und zwar heißen die beiden 
Formen eigentlich äquivalent, wenn A =» + 1 ist, und uneigenÜich 
äquivalent, wenn A = — 1 ist. In beiden Fällen ist, wie man sofort 
sieht, die Form f unter der Form F, aber auch umgekehrt die 
Form F unter der Form f enthalten. 

Indem man r, s, t, u so wählt, daß 

A — rw — 5^ = + 1 

ist, kann man aus einer Form unendlich viele andere ihr eigentlich 
äquivalente Formen ableiten. 

Berücksichtigt man, daß sich zwei Transformationen zu einer 
einzigen zusammenfassen lassen, deren Determinante alsdann gleich 
dem Produkt der Determinanten der einzelnen Transformationen ist, 
so kann man leicht einsehen, daß zwei Formen untereinander äqui- 
valent sind, wenn sie beide einer dritten Form äquivalent sind. Man 
erhält daher die sämtlichen äquivalenten Formen, wenn man von 
irgend einer dieser Formen ausgeht. Es ist damit die Möglichkeit 
gegeben, alle untereinander äquivalenten Formen zu einem Inbegriff 
zusammenzufassen. 

Alle untereinander äquivalenten Formen bilden .zusammen eine 
Klasse. Man kann beweisen, daß alle überhaupt möglichen Formen 
mit derselben Determinante D sich auf eine endliche Anzahl von 
Klassen verteilen. 

Die fundamentalen Probleme der Theorie der quadratischen 
Formen sind nun die folgenden: 

1.) Zu entscheiden, ob eine gegebene Zahl durch eine gegebene 
Form darstellbar ist, und die Werte der Veränderlichen x, y anzu- 
geben, welche diese Darstellung leisten. 

13* 
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2.) Zu entscheiden^ ob zwei gegebene quadratische Formen mit 
derselben Determinante D äquivalent sind; und die Transformations- 
formeln aufzustellen, welche ev. die beiden Formen ineinander über- 
führen. 

3.) Zu beweisen, daß die unendlich vielen Formen sich auf eine 
endliche Anzahl von Elassen verteilen. 

4.) Für die einzelnen IQassen repräsentierende Formen zu defi- 
nieren, um die erste Aufgabe auf die Ausführung weniger Rechnungen 
zu beschränken« 

Gerade das erste Problem hat den Anstoß gegeben zu allen 
Untersuchungen über die quadratischen Formen, es ist gewissermaßen 
,,das" Problem derselben. 

Wenn eine Zahl durch eine quadratische Form F darstellbar ist, 
so ist sie auch durch jede andere Form F^ darstellbar, welche zu F 
äquivalent ist. Die Lösung der ersten Aufgabe wird daher dadurch 
erleichtert, daß man zunächst einfache Formen aufsucht, durch welche 
die Darstellung der gegebenen Zahl möglichst bequem geleistet wird. 

Eine weitere Aufgabe der Theorie der quadratischen Formen ist 
schließlich die Einteilung der Klassen in Geschlechter. 

Zu der Zeit (1801), als Gauß seine Untersuchungen über die 
höhere Arithmetik veröffentlichte, hatten die imaginären Größen nicht 
die volle Gleichberechtigung mit den reellen. Wegen scheinbarer 
innerer Widersprüche, die der Begriff der imaginären Größen ent- 
halten sollte, und wegen mancher falscher Veiivendungen waren die- 
selben in Mißkredit gekommen. 

Wenn auch Gauß dieses Vorurteil seiner Zeit gewiß nicht teilte, 
so umging er in seinen Abhandlungen doch noch den Gebrauch des 
Imaginären, und er hat so die Theorie der quadratischen Formen rein 
auf die Eigenschaften der reellen rationalen Zahlen aufgebaut. 

Indessen hat Kummer^) gleich in seinen ersten Mitteilungen 
über die Entdeckung der Ideale darauf hingewiesen, daß die Theorien 
des quadratischen Zahlkörpers und der quadratischen Formen identisch 
sind. Die Verwendung der quadratischen, reeUen und imaginären 
Zahlen dient sogar zu einer wesentlichen Vereinfachung der Formen- 
theorie. (Vergl. insbesondere Dedekind, Vorlesungen über Zahlen- 
theorie von Lejeune-Dirichlet, § 71 ff. und Suppl. XI, § 186 ff.) 

Ich will den Zusanmienhang zwischen Zahlkörper und quadratischen 
Formen hier im einzelnen genauer verfolgen. Es ist dazu eigentlich nur 



1) Grelles Journal, Bd. 35, p. 326. 
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notwendige eine genaue Zuordnung von Ideal und quadratischer Form 
zu treffen e dann ergibt sich Yon selbst die Übertragung der Multi- 
plikation der Ideale^ des Begriffs der Idealklasse und des Geschlechtes 
auf die quadratischen Formen. 

Die Zuordnung von Idealen und Formen ist für reelle Körper 
etwas komplizierter als fQr imaginäre Körper. Es soll daher haupt- 
sächlich der Fall reeller Körper behandelt werden. 



86. Zuordnung der ideale und qnadratiBohen Formen. 

(Darstellung von Zahlen durch quadratische Formen.) 

Es bezeichne p ■=• (p, h + Ym) irgend ein Primideal des Körpers 

Ä(]/m), dann sind alle Zahlen des Ideals in der Form px -\- {b +y^y 
darstellbar^ wo Xy y alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen. 
Betrachtet man die Normen aller dieser Zahlen: 

2){px^ + 2hxy + —Y^y% 

so enthalten dieselben alle eine Form mit der Determinante m als 
Faktor. Es liegt nun der Gedanke nahe^ die Form 

px^ + 2lxy-\ j—y^ 

dem Ideal P; oder den unendlich vielen Normen der Idealzahlen 
zuzuordnen; wir wollen dies nun im einzelnen weiter durchfuhren. 

1. Fall. Eedler Körper h (Ym) und m = 2, w = 3, (4). 

Es sei also k(Y^) ^^^ Körper mit einer Disknminante rf = 4w, 

einer Basis 1, C3 '^^Y^ ^^^ beliebiger Klassenanzahl h. Bedeutet p 
eine positive rationale Primzahl, so sind für das Verhalten dieser 

Zahl p im Körper Je (ym) drei Möglichkeiten denkbar: 

*) Entweder es ist (—) =« — 1, dann bleibt (p) auch ein Prim- 
ideal in h(Yln). Wenn aber p in diesem Körper ujizerlegbar ist, so 
heißt das, daß die Zahl p durch keine Form oi? — my^ darstellbar ist. 
Hieraus folgt noch femer, daß p überhaupt durch keine quadratische 
Form: a:i^ + 26rcy + cy^, mit der Determinante m^V — ac dar- 
stellbar sein kann. In der Tat sind wegen ( — j = (— j = — 1 die 

äußeren Koeffizienten a und c prim zu p\ falls nun die Gleichung 
± p = ax^ + 2})xy + cy^ lösbar wäre, so müßte auch ± ai> =» {ax + hyf 
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— i»y* Bein, und das ist wiederum wegen der Voraussetzung l-j = — 1 
nicht möglich. 

**) Oder es ist (— j — + 1, dann zerfällt (p) im Körper k(ym) 
in das Produkt zweier Hauptideale bezw. zweier Nichthauptideale; 

oder es ist ( ~) =» 0, dann ist (j>) in Je (l/m) gleich dem Quadrat 
eines ambigen Primideals. 

Hauptideale und Hauptformen. 

Wenn (p) in das Produkt zweier Hauptideale zerfallt, wenn also 

(jp)^{a + bm)(a + ba)') (1) 

ist, so kann man ebensogut sagen, daß die Zahl p durch eine der 
beiden folgenden quadratischen Formen, ev. durch die beiden Formen: 

f^x^-my\ (I) 

f^-x^ + my% (II) 

darstellbar ist, indem man für x und y zwei ganze rationale, relativ 
und zu p prime Zahlen x ^=^ a, y = b setzt. 

Ist die Norm der Grundeinheit e des Körpers k (j/m) gleich + 1, 
d. h. n(B) "- + 1 y Bo folgt aus der Idealgleichung (1) nur eine der 
beiden Gleichungen: 

p ^ a^ — mb^ oder —p^a^--mb^. 

Ist dagegen £ = r -f sYm und n{s) = — 1, und wird för zwei 
bestimmte Zahlen a, b nach Gleichung (1) etwa: 

p = a« - mfe^ (2) 

so ist alsdann: 

— /) = (a* — mV) (r* — ws*). 

Da man nun die rechte Seite der letzten Gleichung als Norm 

einer ganzen Zahl aus J;(}/m) schreiben kann: 

(o? — mb^ (r' — WS*) = n{ar + bsm + {as + fcr)]/w), 
oder 

— p « {ar + bsnif — m(as + &r)*, 

so wird p und — p durch eine und dieselbe quadratische Form (I) 
und (H) darstellbar. 

Gilt nämlich die Gleichung (2), also +p = a* — mft*, und setzt 
man erstens a? « a, y = 6, zweitens x ^ ar + bsm, y = as + 6r in (I) 
ein, dann erhält man + p resp. — p. Setzt man dieselben Wei-te- 
paare in (II) ein, dann erhält man gerade vertauscht —p und + p. 
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Andererseits geht unter der Voraussetzung n^s) = r* — ms* = — 1 

die Form (11) in die Form (I) über durch die Transformation mit 

der Determinante + 1: 

Xi^rx + msy j 

Denn es wird nun: 

— x^ + my^ = — (r* — ms^) (x^ — my^) = x^ — my*. 

Wenn es umgekehrt eine Transformation mit der Determinante 
± 1 gibt, welche die Forn^en (I) und (II) ineinander überführt, so 
sind gleichzeitig + p und — p sowohl durch a? — my^ als auch durch 
— a? + my^ darstellbar. Ist etwa + 1> = a* — m6*, — p ^ a^ — m\y 
so gelten notwendig Gleichungen von der Form: 

(a + Ym V) =» (a, + )/m h^y 
und ans dieser Idealgleichung folgt, daß b = -— "ti^ - eine Einheit 



in Tciy m) darstellt, für welche m(«) = — 1 ist. 

Die Formen (I) und (11) sind Formen mit der Determinante m, 
und es ist nun offenbar erlaubt, folgende Festsetzung zu treffen: 

Wenn p = (a + 6]/w), oder p' = (a — 6]/m) ein Haupt- und 

Primideal des Körpers Jc(ym) ist, und wenn e die Grundeinheit dieses 
Körpers heeeichnet, so soll den Idealen p, p' 

A) die eigentlich primitive quadratische Form x^ ~ wy* zugeordnet 
werden, wenn n(€) ^ — 1 ist; 

B) die zwei eigentlich primitiven nicht äquivalenten Formen 
s? — my^ und ■— x? -\- m^ zugeordnet werden, wenn n{£) = + 1 ist. 

Durch eine solche Form (x? — m^j^ sind außer der Zahl p noch 
unendlich viele Zahlen darstellbar, welche prim sind zu p oder zu 
irgend einer gegebenen Zahl. 

Setzt man nun in den Formeln (I) resp. (II): 

x^rx^ + sy^, 
y^tx^ + uy^, 

und wählt r, s, t, u als ganze rationale Zahlen derart, daß 

ru — st ^ + l 

wird (was auf unendlich viele Weisen möglich ist), so ergeben sich 
aus den beiden quadratischen Formen zwei unendliche Systeme von 
quadratischen Formen: 

(»•* — mf)x^ + 2{rs — mtu)x^yy^ + (s* — mu^)y^ (la) 



200 ni. Anwendungen der Theorie des quadratischen Zahlkörpers 

und 

— (r* — m^) x^ — 2{rs —.mtu) x^y^ — (s* — ww*)yi*> (Ha) 

oder abgekürzt geschrieben: 

Ad? + 2Bxy + CyS (la) 

^A(x?- 2Bxy - Cy\ (Ha) 

Für diese Formen wird die Determinante ebenfalls: 4 

wie man mit Hilfe des Multiplikationssatzes für die Determinanten 
leicht erkennt. Jede Primzahl Py welche durch eine Form (I) oder (ü) 
darstellbar ist^ ist auch durch eine Form (Ja) bezw. (IIa) in ganzen 
rationalen Zahlen Xy y darstellbar^ und umgekehrt. 

Im Fall n(£) = + 1 sind die beiden Formens jsteme (la) und (IIa) 
verschieden^ im Fall n(«) = — 1 aber sind die Formen (la) und (Ha) 
äquivalent^ weil (I) und (II) äquivalent sind. 

Es ist nun aber besonders wichtig, daß auch umgekehrt die 
folgende Behauptung richtig ist: Wenn die Primzahl + p sich durch 
die quadratische Form: 

F^Aa? + 2Bxy + Cy^ 

mit der Determinante D ^ m darstellen läßt, so ist diese Form der 
früheren Form (I), ev. den Formen (I) und (II) äquivalent. 

Nach der Voraussetzung, daß die Determinante m = JB* — AG 
keinen quadratischen Faktor besitzen soll, dürfen offenbar die drei 
Koeffizienten A^ B, C der Form F keinen gemeinsamen Faktor > 1 
enthalten. Man darf femer annehmen, daß irgend einer der drei 
Koeffizienten von Fy z. B. der erste Koeffizient A zu einer gegebenen 
Zahl, speziell zu der Primzahl p prim ist. Diese Annahme enthält 
keine Beschränkung der Allgemeinheit; denn falls A nicht prim ist zu 
p, kann man aus F eine ihr äquivalente Form ableiten, deren erster 
Koeffizient zu A prim ist. Ist nämlich A teilbar durch p, aber C 
prim zu p (dies trifft zum Voraus für p ^2 zu), so braucht auf F 
nur eine Einheitstransformation von der Form: 

x^px^ + sy^, y^qx^ + uy^ 

ausgeübt zu werden, wobei q prim zu p ist. Wenn jedoch. auch C 
durch p teilbar wäre, so wähle man eine Einheitstransformation: 

X = q^x^ + sy^y y « q^x^ + uy^y 

bei welcher q^ und q^ zu p prim sind. 

Sind rr^, y^ zwei ganze rationale teilerfremde Zahlen, welche die 
Gleichung: 



36. Zuoidnung der Ideale und quadratiscIieD Formen. 201 

p^Ax^^ + 2Bx^y^ + Cy^^ (4) 

befriedigen^ so ist: 

Ap =. {Ax^ + ByiY - my^j (5) 

d. h. aber es ist die Zahl Ap durch die Form a? — mt/^ (indem 
man x ^ Ax^ + By^, y "^ Vi setzt) darstellbar. Aus der Gleichung (4) 
erkeimt man leicht, daß einerseits y^ prim zu p ist, und daß A und 
y^ keinen Faktor > 1 gemeinsam haben können. Es sind daher 
wegen Gleichung (5) Axy^ + By^ und y^ relativ prim zu Ap. Gilt 
für p die Darstellung p ^ oc^^ — my*^ durch zwei teilerfremde Zahlen 
^y y^i so folgt in allen Fällen aus der Idealgleichheit: 

{Ax^ + By^ +ymyi)(^a?i + By^ —Vmy^ 

= {A) (af^ + l/wy*) (x* — Ymy*), 
daß (A) gleich dem Produkt zweier Hauptideale, oder daß + A durch 
die Form (I) darstellbar ist. In der Tat muß ja der Faktor (x^+Y^y*) 
und ebenso {x* — ]/m y*) als Primideal in einem der Faktoren links 
aufgehen. Aus der Beschafienheit der Zahlen Ax^ + ^Viy Vu ^y l/*y 
die zu -4.jp resp. p prim sind, folgt femer, daß die Darstellung A^ x^ 
— my^ stets durch zwei teilerfremde zu A prime Zahlen a? = r, y ^t 
geleistet werden kann. 

Seien darum r und i zwei relatiy prime ganze rationale Zahlen, 
welche der Gleichung genügen: 

+ A^r^-mfi, (6) 

so bestimme man zwei (rationale) Zahlen s, u entsprechend den 

Bedingungen: 

rwts^ + l (7) 

— tmu + rs -= 5, (8) 

also derart, daß: 

Bt + r Br + tm ,rvv 

wird. Alsdann ist, wegen B* -— m = -4 C: 

s« - mw« = ;~(B» - w)(r* - mf) - C (10) 

eine ganze rationale ZahL 

Bezeichnen a^, y* wieder wie oben zwei ganze teilerfremde Zahlen, 
welche der Bedingung genügen: 

p =■ ÄC** — fny**, 

so wird Ap = (r* — m^ {x*^ — wy**), oder: 

Ap^[rs^+tmy*+{ry^+tx*)Yfn^^^ (11) 
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Aus den Gleichungen (11) und (b) zusammen folgt daher^ daB 
man die ganzen Zahlen x^j y^ so wählen darf, daß 

Ax^ + By^ = rai* + tmy*, ~ yi =■ tx^ + ry* 

wird, und daraus berechnet man: 

a*=^rx^ + syi, y*= - tx^--- uy^, (12) 

Hierin sind nach Voraussetzung x^^ y^, a;*, j/*, r und t ganze 
Zahlen, folglich sind auch sy^ und uy^ ganz; es können also s und u 
nur solche Nenner besitzen, welche in y^ aufgehen. Oder mit Rück- 
sicht auf die Gleichung (9): die rationalen Zahlen s und u können 
als Nenner nur solche Zahlen enthalten, die gemeinsame Faktoren Ton 
A und y^ sind. Da diese Zahlen aber, wie gezeigt wurde, teilerfremd 
sind, so müssen s, u ganze Zahlen sein. 

Nun stellen die beiden Gleichungen: 

x^rx^ + sy^, y^ — tx^ — uy^ 

eine Substitution mit der Substitutionsdeterminante + 1 vor, durch 
welche die Form (I) in Ax^^ + 2Bx^y^ + Cy^ übergeführt wird. 
Die Behauptung ist damit bewiesen. Auf die gleiche Weise könnte 
man auch zeigen, daß die Form II äquiyalent ist mit irgend einer 
anderen Form von der Determinante w, durch welche die Zahl — p 
darstellbar ist. 

Man kann dieselben Resultate auch so ableiten, daß man von 

der Form p = (p, 6 + "j/w) der Hauptideale ausgeht und dann wie im 
folgenden Fall verfährt. 

B,eliebige Primideale und Formen. 
Es sei jetzt femer p irgend eine Primzahl, für welche [-)»«-(- 1 
oder (— j =«0 ausfällt, und es zerfalle {p) in ä(")/w) in das Produkt 

zweier Ideale ersten Grades, Hauptideale bezw. Nichthauptideale, oder 
es sei {p) gleich dem Quadrat eines Ideals, dann kann man jedenfalls 
schreiben: 

(p) = p . p' « (2?, fe +ym)(|), h -Vm), 

indem wir dabei 6 als eine positive Zahl (ev. gleich 0) voraussetzen. 

Analog wie oben können dann den Idealen p und p' Formen mit 
der Determinante D = m zugeordnet werden. 

Per Definition sollen dem Ideal p die Formen entsprechen: 

/*= j(P^ + iy+Vmy){px + by —Vmy), 
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d. h. 

f= px^ + 2hzy + ^'-^^*-y', (I) 

oder 

f=-p:>^-2bxy-^^y\ (II) 

und dem Ideal p' die Formen: 

/•= px'-2bxy + ^^y', (HI) 

oder 

f=-pa^ + 2hxy-^^f. (IV) 

Zu dieser Zuordnung ist zu bemerken, daß die sämtliclien Formen 
eigentlich primitiv sind, indem die drei Koeffizienten keinen gemein- 
samen Teiler haben, ferner: 

a) Die Formen (I) und (III) einerseits, sowie (11) und (IV) 
andererseits gehen durch eine Transformation 

^ = ^1; y Vi 

mit der Transformationsdeterminante A 1 ineinander über und 

sind deshalb uneigenÜidi äquivalent. 

b) Für bestimmte ganze Zahlen x, y ei^eben die Formen (I) 
und (11) oder (III) und (lY) gleiche Zahlen mit entgegengesetzten 
Vorzeichen. 

Im Falle die Norm der Grundeinheit a des Körpers h (}/w) gleich 
-- 1 ist, aber auch nur dann sind jedesmal die Formen (I) und (II), 
sowie (in) und (IV) uneigentlich äquivalent. Setzt man nämlich 
£ = r + 5ym, dann ist: 

y^+psx^ + ir + hs)y^, 

eine Transformation mit ganzzahUgen rationalen Koeffizienten und 
der DeterminaAte — 1, durch welche die Form (I) in die Form (11) 
und die Form (HI) in die Form (IV) übergeführt wird. Man kann 
nun die Bemerkungen unter a) und b) zusammenfassen, indem man 
sagt: 

Falls n(£) «= — 1 ist, sind die Formen (I) und (IV), sowie (II) 

und (III) eigentlich äquivcdent, und die Form { Jy. ist den Formen (11) 

und (III) uneigentlich äquivalent. 

c) Im Falle p ein ambiges Ideal ist, also wenn die Gleichung gilt: 
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lassen sich zwei ganze Zahlen r^, 5^ so finden, daß pr^-^- {b + V^w)si 

= h — ym ist, woraus 5^ = — 1 und pr^ — & = 6^ also r^ = — folgt. 

Dann geht die E'orm (III) aus der Form (I) durch die Sub- 
stitution: 

25 

mit der Determinante A = + 1, hervor. Die Formen (I) und (III) 
sind unter dieser Voraussetzung äquivalent, und ebenso sind (II) und 
(VT) äquivalent. 

Wenn nun zunächst n(£) =« + 1 ist, so sollen im vorliegenden FaU 
nur die Formen (I) und (II) beibehalten werden, wenn aber n{a) 
= — 1 ist, folgt aus b) und c) zusammen, daß alle vier angeschriebenen 
Formen (I) bis (IV) äquivalent sind und durch eine einzige unter 
ihnen, etwa (I), ersetzt werden können. 

Die Form (I) ist der Form (III) zugleich eigentlich und un- 
eigentlich äquivalent, also ist sie sich seihst auch undgenÜich äquivalent. 

25 
Sie geht in der Tat durch die Substitution x = x^ -\ y^, y = — yi, 

Jr 

mit der Determinante A = — 1, in sich über. Solche Formen, welche 
wie die Formen (I), oder (II) bis (IV) in dem jetzt betrachteten FaU, 
sich selbst eigentlich und uneigentlich äquivalent sind, heißen zwei- 
seitige oder ambige Formen (nach Dedekind) oder formae ancipites 
(nach Gauß). 

d) Ist schließlich p ein Hauptideal, so hat man den schon oben 
erledigten Fall: es sind gleichzeitig jedesmal die Formen (I), (III), sowie 
(11), (IV) einer der Formen oi^ — wy^ resp. — s? + m^ (ev. beiden 
Formen) äquivalent. Folglich ist wieder die Form (I) der Form (IE) 
zugleich eigentlich und uneigentlich äquivalent, daher sind beide 
Formen sich selbst uneigentlich äquivalent. 

Die Formen (I) und (II) sind also auch in diesem FaU ambige 
Formen. 

Aus den Formen (I) bis (IV) lassen sich unendlich viele andere 
äquivalente Formen ableiten, indem man auf dieselben eine Trans- 
formation: 

X = rx^ + sy^ 

ausübt, so daß ru — st ^ + 1 wird, was eben auf unendUch viele 
Weisen möglich ist. 

Im aUgemeinsten FaUe erhält man hierdurch vier Formensjsteme, 
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in speziellen Fällen zwei oder aach nur eins. Eine rationale Zahl 
± 0, welche durch eine der Formen (I) bis (IV) darstellbar ist, ist auch 
durch jede zu ihr äquivalente Form darstellbar. 

Umgekehrt läßt sich jetzt wieder zeigen: irgend eine Form mit 
der Determinante D ^ m\ 

f^Ao(? + 2Bxy+Cf, 

durch welche die (positive oder negative) Primzahl p eigentlich dar- 
stellbar ist, indem statt x, y zwei teilerfremde Zahlen x^^ y^ ge- 
setzt werden, muß einer der. Formen (I) bis (IV) äquivalent sein. 
Wenn nämlich z. B. die Gleichung gilt: 

+ p^Ax^^ + 2Bx^y^+Gy^\ 

so lassen sich zu den teilerfiremden Zahlen x^^ y^ zwei andere ganze 
rationale Zahlen s und u so bestimmen, daß: 

^1«* — yi5 = + 1 
wird. Nun fahrt die Substitution: 

X = x^x + sy 

die Form f über in: 

F^+ px'^ + 2 { {Ax^ + By^)s + {Bx^ + Cyjw } xy' 

+ {A^ + 2Bsu + Cu^)y'^y 
oder wenn hierin die Koeffizienten anders geschrieben werden, in: 

F^+px'^ + 2\x'y' + c^y'\ 

Die Determinante dieser Form ist nach den allgemeinen Sätzen 
über die Transformation der Formen und wie man leicht auch direkt 
berechnen kann, gleich m; daraus ergibt sich: 

q«-^-^, oder V-^ = 0, (p); 

es ist also \ eine ganze rationale Zahl, welche der Kongruenz 
X* — m = 0, (p) genügt. Bei der Untersuchung aUgemeiner Ideale 
(S. 208) wird noch gezeigt werden, daß die Zahl \ nach dem Mo- 
dul p nur von den Werten x^y y^ abhängig ist, dagegen unabhängig 
von den speziell gewählten Werten u, s. 

Derselben Kongruenz genügt aber auch die Zahl h, und da die 
Kongruenz zwei mod (jp) verschiedene Wurzeln, oder falls m = 0, (p) 
ist, nur eine einzige Wurzel besitzt, so ist 6^ = ± 6 + ep^ wenn e 
eine ganze positive oder negative Zahl bezeichnet. Ersetzt man da- 
her in 1^ die Veränderlichen x\ y' durch: a:' =« X — 6 Y, y' = F, so 
erhält man statt F\ 
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Fi =1>X« ± 2hXY+ (2>e» + Ci)r«, 
bezw., weil ja ?>* — p{p^ -\- c^^h* — pc = m ausTällt: 

F^ =pX^ ± 2bXI + ^^^=-^ Y\ 

Dies ist also Form (I) oder (UI), welche den Idealen p, p' zu- 
geordnet sind. 

Faßt man die bisherigen Betrachtungen zusammen, so erhält man 
die folgenden Festsetzungen, welche die früher getroffenen umfassen: 

Wenn p = (p, b + Ym) bezw. p' = (p, 6 — "j/w) ein beli^iges 

Primideal des Körpers Ä;(]/w) darstellt, wobei b positiv (oder gleich 
Null) vorausgesetzt ist, so sollen den Idealen p resp. p' 

A) die quadratischen Formen (I), (11) resp, (III), (IV) zugeordnet 
werden, wenn n (£)=» + 1 ist und wenn p weder ein ambiges noch ein 
HaAiptideal bezeichnet; 

B) die quadratische Form (I) resp. (III) zugeordnet werden, wenn 
n{e) = — \ ist und p weder ein ambiges noch ein Hauptideal bezeichnet. 

Ist aber p ein ambiges oder ein Hauptideal, so fallen in diesen 
Zuordnungen einerseits (I), (III), andererseits (II), (IV) zusammen und 
sind ambige Formen}) 

Wählt man als Ausgang ein Einheitsideal (1, c?), so führt dieser 
selbe Satz auf die den Hauptidealen zugeordneten Formen. 

[Anmerkung. Es wäre durchaus nicht notwendig, bei der Zu- 
ordnung von quadratischen Formen und Idealen von der Normalbasis 
j?, 6 + o des Ideals auszugehen, man könnte ebenso gut von irgend 
einer ganz bestimmten Basis des Ideals ausgehen. 

Ist p ein Primideal, das in der Primzahl p aufgeht, und bilden 
Ä = Äj + fe^w, ^1 = Ci + rfiO) eine Basis des Ideals, so würde man 
statt der vier Formen (I) bis (IV) vier analoge Formen bekommen, 
von denen die der Form (I) oder (III) entsprechende die folgende ist: 

F^^Via^x + c^y) + {b^x + rf^y)©] [{a^x + c^y) - {b^x + d^y)(o], 
oder 

F = ^~-y'— x^ + 2^~' ^^-^ xy + '-'-' — ' - r- (la) 

Die Koeffizienten dieser Form sind drei ganze teilerfremde Zahlen, 
da «1* — bi^m, c^ — d^m, a^c^ — b^d^m rationale Zahlen des Ideals p 

1) Wenn man an Stelle des gewöhnlichen Äqnivalenzbegriffes der Ideale 
die engere Fassung (s. S. 178 u. 328) wählt, so könnte man offenbar die Zu- 
ordnung noch bestimmter machen. Die Formen I und 11 würden dann ver- 
schiedenen Idealen entsprechen, wenn sie nicht äquivalent sind. 
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sindy und die ersten beiden Zahlen nach Voraussetzung nur durch p^ 
teilbar sein dürfen. Femer ist die Determinante der Form D ^ m. 
Denn da ic, %^ eine Basis des Ideals p ist, so gibt es vier ganze 
rationale Zahlen r, 5, t, u von der Art, daß ru — st^±l ist und daß 

% ^ rp + t(b + o) und n^^ sp + u{b + ©) 

wird. Die Form F kann man daher auch schreiben: 

JP =. — . n[p(rx + sy) + (tx + uy)b + (tx + uy)(D], 

woraius zu ersehen ist, daß die Form (Ja) durch eine Transformation: 

x^rx^ + sy^j y^tx + uy 

in die Form (I) oder (III) übergeführt werden kann, d. h. einer dieser 
Formen äquivalent ist, je nachdem rs — tu gleich + 1 oder — 1 
ausfällt; folglich ist auch die Determinante der Form F gleich m. 
Man erhält somit den Satz: 

Den verschiedenen Zahlenpaaren, welche eine Basis des Ideals p 
bilden können, entsprechen Formen mit der BetermitM,nte m, welche unter- 
einander eigentlich oder uneigenäich äquivalent sind, 

D. h. die Abhängigkeit verschiedener Paare von Basiszahlen von- 
einander führt auf die Äquivalenz der entsprechenden Formen.] 

Beliebige Ideale und Formen. 

Sei schließlich j ■= (t^, t^) ^^ beliebiges Ideal, nicht nur ein 
Primideal, und es sei j nicht durch eine rationale Zahl teilbar, so 
kann man stets t^ = a und ig « 6 + © setzen, wenn a die absolut 
kleinste rationale Zahl in j bedeutet. In der Tat, wäre a, b + cg) 
eine Basis des Ideals, so können a, 6, c keinen gemeinsamen rationalen 
Faktor besitzen, weil sonst auch das Ideal j selbst diesen Faktor be- 
säße. Alsdann lassen sich drei ganze rationale Zahlen a?*, y*, ;sr* so 
bestimmen, daß a€3cc*+ by* + C(oy* + cms^ + bz^o von der Form B + g) 
wird, woraus die Richtigkeit der Behauptung folgt. Nun sei j = 
(a, 6+V^)' so sollen den Idealen j und j' im allgemeinen wieder 
vier (d. h. je zwei) Formen mit der Determinante m zugeordnet 
werden, analog den Formen (I) bis (IV) auf S. 203. Dem Ideal j ent- 
spricht z. B., analog der Form (I), die Form 

/•= arc* + 2bxy H ^ ^^ • y^ 

usw. 

Während nun ohne weiteres klar ist, daß die Zahl ± a durch 
die Form f und die drei übrigen, sowie durch jede Form darstellbar 
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ist, welche einer dieser vier Formen äquivalent isty so läßt sich jetzt 
nicht umgekehrt beweisen, daß jede Form der Determinante m, durch 
welche ± a darstellbar ist, stets einer der vier zu j und j' zu- 
geordneten Formen äquiyalent sein muß. 

Einmal gibt es ja außer dem Ideal j im allgemeinen noch andere 
Ideale mit der Norm a, die nicht einmal dem Ideal \ äquivalent zu 
sein brauchen, und aus jedem dieser Ideale läßt sich ein neues 
Quadrupel von quadratischen Formen ableiten. Ist andererseits 

F=^Ax^ + 2Bxy + Cy^ 

eine quadratische Form mit der Determinante m, durch welche sich 
z. B. die Zahl + a mittels der relativ primen Zahlen x^, y^ dar- 
stellen läßt: 

a = Äx^^ + 2Bx^y^ + Cy^^, 

und bestimmt man zwei ganze rationale Zahlen s, u derart, daß 
x^u — y^s == 1 wird, so fuhrt die Einheitstransformation: 

x^ x^X + sY 

y = t/i X + w r, 

die Form F in die ihr äquivalente Form: 

F'^aX^ + 2b^XY + c^Y^, 

über. Die Form jF" kann aber, wie man sich leicht überzeugt, der 
Form f nur äquivalent sein, wenn \ = 6, (a) ist. Um die Frage ent- 
scheiden zu können, ob F' und f äquivalent sind, ist nim vor allem 
wichtig, daß man weiß, wie die Zahl h^ von den Größen x^y y^^y u, s 
abhängt. 

Die Determinante der Form F' ist h^^ — ac^^ m, es ist daher 
&i eine Wurzel der quadratischen Kongruenz a:* — m = 0, (a). Eine 
solche Kongruenz kann eine oder zwei, mod (a) verschiedene Wurzeln 
haben, wenn a eine Primzahl ist, sie kann aber mehr als zwei ver- 
schiedene Wurzeln haben, wenn a eine zusammengesetzte Zahl ist. 
Wir wollen nun zeigen, daß der Koeffizient b^ Modulo a nur abhängig 
ist von den Werten x^, y^ und sich mod (a) nicht ändert, wenn man 
für s, u irgend ein anderes Lösungssjstem der unbestimmten Gleichung 
x^u — y^s ^ 1 setzt. Die Diophan tische Gleichung x^u — y^s «= 1 be- 
sitzt unendlich viele Lösungen. Seien s, u und 5^, u^ zwei solche 
Lösungen, so ist offenbar x^(u — Wj) — yi{s — sj =« 0, oder u — u^ 
== Äyi und 5 — 5^ = Äa?!, falls h einen Proportionalitätsfaktor bezeichnet. 
Für den mittleren Koeffizienten in F' ergeben sich dann: 

resp.: b^ = AxiSi+ B(x^Ui+ y^Sj) + Cy^u^, 
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und hieraus folgt durch einfache Subtraktion und die Substitution 
u — u^^h-ffi, s — Si'^k'X^: 

&j — 6j ^ 0, (a). 

Zwischen dem Koeffizienten b^ und den Größen x^, y^ besteht 
daher eine in einem bestimmten Sinne eindeutige Beziehung^ und 
man kann nach einer von Gauß analog gebrauchten Ausdrucksweise 
sagen^ daß die Darstellung der Zahl a durch die Form F mittels der 
Größen x^, y^ zu der bestimmten Eongmenzwurzel \ der Kongruenz 
or* — w = 0, (a) gehört. 

Man erhält daher den Satz: 

Die Form F ist dann und nur dann der Form f äquivalent^ 
wenn die Darstellung der Zahl a durch F zur Kongruenzwurzel h 
gehört. 

Wenn schließlich j ein Ideal bezeichnet, welches durch eine ratio- 

nale Zahl z teilbar ist, so führt man zuerst die Division - aus und 

ordnet dem vereinfachten Ideal eine Form mit der Determinante 
D = w zu. 

Die Zuordnung der Formen und Ideale läßt sich auch umkehren: 
einer primitiven quadratischen Form aa? + 2hxy + cy^ von der 

Determinante m soll das Ideal: {a, b + Y^nt) des Körpers entsprechen 
Äquivalenten Form^ kann man ahdann ein und dasselbe Ideal zu- 
ordnen. (Vergl. S. 219.) 

2. Fall. Imaginärer Körper Ä;(]/w) und w = 2, m = 3, (4). 

Es sei also wieder d = 4m die Diskriminante, 1, o = Ym die Basis 
des Körpers und seine Klassenanzahl h'^1. 

Ist p eine rationale Primzahl, für welche f - j =« — 1 ausfällt, 

welche also im Körper Ä(l/m) nicht zerfäUt, dann ist die Zahl p 
überhaupt durch keine quadratische Form mit der Determinante 
D = m darstellbar. 

Wenn nun /"= ax^ + 2b xy + cy* « — Uax + byY — wy*] eine 

Form mit der negativen Determinante m ist, so müssen offenbar a 
und € gleiches Vorzeichen besitzen, und es stellt f entweder nur posi- 
tive oder nur negative Zahlen dar, je nachdem a, c positiv oder negativ 
sind. Man bezeichnet eine Form mit positiven [negativen] äußeren 
Koeffizienten a, c als eine positive [negative] Form mit der negativen 
Determinante m. Es genügt nun, Wenn man bei der Betrachtung 

Sommer, Zfthlentheorie. 14 
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der quadratischen Formen einer negativen Determinante nar die 
Formen einer Art, etwa die positiven, beibehält, da die beiden Arten 
vollständig getrennt sind, sich aber übrigens genau gleich verhalten. 
Verfährt man demgemäß bei der Zuordnung von Idealen und 
Formen, so ergibt sich gegen den ersten FaU als einzige Änderung 
die, daß man sich von vornherein auf die Formen (I) und (III) von 
Seite 203 beschränkt. 

3. Fall. Wenn Ä;(]/m) ein reeller Körper ist, dessen Grrundzahl 
m die Bedingung m ^ 1 , (4) erfüllt, und wenn man in der bis- 
herigen Weise den Idealen quadratische Formen zuordnet, so erhält 
man zunächst nicht den Anschluß an die von Gauß geschaffene 
Theorie. 

Es sei k{Y^) ein solcher reeller Körper, als dessen Basis 

1, CD == '^ angenommen werde und dessen Diskriminante d^m 

ist. Dann würden nach den früheren Festsetzungen z. B. einem Haupt- 
und Primideal ersten Grades p =» (a + 6©) Formen zugeordnet sein, 
wie die folgende: 

f^ai^ + xy + ^-^-y^. 

Diese Formen entsprechen aber nicht der von Gauß und anderen 
Mathematikern stets festgehaltenen Bedingung, daß der mittlere 
Koeffizient gerade ist. Während ferner im ersten und zweiten Fall 
die Determinante der Formen D ^ m ^ ^d war, würde sich nun 

j^ 1 1 — m m 

also als eine gebrochene Zahl, ergeben. 

Historische Gründe rechtfertigen den Wunsch, den Idealen des 

Körpers k(Ym) auch Formen von der Determinante m, entsprechend 
der Gaußschen Theorie, gegenüberzustellen. 

Ehe wir uns jedoch der Lösung dieser Aufgabe zuwenden, müssen 
wir noch eine Bemerkung vorausschicken über die Beschaffenheit der 
Koeffizienten a, 5, c der Formen mit der Determinante D ^^m und 
über die durch solche Formen dargestellten Zahlen. 

Wenn f ^ aa? + 2hxy + cy^ eine quadratische Form mit der 
Determinante D =« fc* — ac(^ 1, (4)) ist und wenn die Koeffizienten 
a, 2h, c teilerfremd sind, insbesondere nicht den Faktor 2 gemeinsam 
haben, so kann durch f keine schlechthin gerade Zahl, d. h. keine 
Zahl, welche den Faktor 2^ aber nicht mehr den Faktor 4 enthält^ 
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dargestellt werden. Denn ist etwa a ein ungerader Koeffizient der 
Form f, dann wird 

und hierans sielit man, daß a • f und folglich f selbst für ganzzahlige 
Werte x^ y entweder ungerade ist oder aber mindestens durch 4 
teilbar sein muß. Eine schlechthin gerade Zahl wäre also durch f 
nur darstellbar, falls a und c gerade sind, oder genauer ausgedrückt, 
falls a, 2b, c den Faktor 2^ gemeinsam haben. Für die quadrat- 
freien Determinanten D, welche die Bedingung Z)=l, (4) erfüllen, 
aber auch nur für diese gibt es nun außer den eigentlich primitiven 
Formen f^aa^ + 2bxy + ci^, auch solche, deren Koeffizienten a, 
2&, e durch 2^ und keine andere Zahl teilbar sind. Nimmt man 
die oben angeschriebene Form f doppelt, also 

2f^2a^ + 2xy + 2^y', 

so hat man ein Beispiel einer solchen.' 

Formen, deren Koeffizienten a, 2bf c den gemeinsamen Teiler 2^ 
besitzen, heißen nach 6auß uneigenüich primitive Fonnen der Deter- 
minante D ^ m. Da aus einer uneigentlich primitiven Form durch 
eine Transformation mit ganzzahligen Koeffizienten niemals eine eigent- 
lich primitive Form abgeleitet werden kann, so hat man bei der Auf- 
stellung sämtlicher Formen des vorliegenden dritten Falles von vorn- 
herein die eigentlich und uneigentlich primitiven Formen zu berück- 
sichtigen. Es bieten sich für die Zuordnung der Ideale und Formen 
zwei Wege dar. 

Erstens kann man per def, dem Ideal p anstatt /*, wie oben ge- 
schehen, andere Formen zuordnen, und zwar einmal die uneigentlich 
primitive Form: 

sodann diejenigen eigentlich primitiven Formen mit einem geraden 
mittleren Koeffizienten, welche aus f (und den übrigen nach fiöiherer 
Weise zugeordneten Formen) durch eine Substitution mit der Deter- 
minante 2 hervorgehen und welche voneinander und von 2f ver- 
schieden, d. h. einander nicht äquivalent, sind. 

Um die letzteren Formen aus f abzuleiten, genügt es, die Sub- 
stitutionen: 



A) 



X =» «1, 









j a; = afi + 2yi 



u« 
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auf die Form f auszuüben. Zusammen mit 2f erhält man so Tier 
Formen^ yon denen nur die voneinander verschiedenen, . untereinander 
nicht äquivalenten, beizubehalten sind als Vertreter je eines Formen- 
systems. 

Indem man fQr alle Ideale^ Hauptideale und Nichthauptideale 
diese Yorschriffcen anwendet, erhält man lauter Formen mit der 
Determinante D ^ m und einem geraden mittleren Koeffizienten. 

[Anmerkung. Ich übergehe den nicht schwierigen Beweis, 
daß jede Substitution mit der Determinante 2 sich aus einer der oben 
aufgestellten Substitutionen mit der DeterminaDte 2 und einer zweiten 
Substitution mit der Determinante 1 zusammensetzen läßt. 

Wenn nämlich x = r^x^ + s^y*, y = t^oc* + u^y* eine Substitution 
mit der Determinante r^u^ — Sj^^ = + 2, und x* « rx^ + sy^, y* = tx^ 
+ uy^ eine Substitution mit der Determinante ru — st ^ + 1 dar- 
stellt, so ist die kombinierte Substitution: 

y = (^1^ + wiO^i + (ßi^ + ^i^)yi 

eine solche mit der Determinante 2. Falls nun umgekehrt: 

X = Rx^ + Sy^, y = Tx^+ Uy^ 

irgend eine gegebene Substitution mit der Determinante 2 bedeutet^ so 
lassen sich r, s, ty u als ganze rationale Zahlen mit der Bedingung 
ru — 5^ =s -f 1 so bestimmen, daß: 

usw. usw. wird, wenn statt rj, 5^, ^j, u^ die angeschriebenen Kombi- 
nationen aus den Formeln A), oder B), oder C) gesetzt werden.] 

Dieser erste, hier vorgeschlagene Weg braucht nicht weiter ver- 
folgt zu werden. Es ist in der Tat zweckmäßiger, zur Aufstellung 
der uneigentlich resp. eigentlich primitiven Formen von dem im 

Körper k (ym) enthaltenen Ring r (Ym) [vgl. S. 168 fif.] auszugehen, da 
man dabei mit kleinen Änderungen ganz analog verfahren kann wie 
in den beiden ersten Fällen. 

Sei p ^ (a + b(o) ein Hauptideal des Körpers selbst, so setzt 
man statt dessen (2)p = (2 a -f 26 g}) und ordnet nun diesem Ideal die 
uneigentlich primitiven Formen zu: 

f^ 2x' + 2xy + 2^^f, (I) 

f 2x'-2xy-2 ^-^y". (H) 
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Wenn ferner p «» (a + hYm) ein Hanptideal des Rings r{ym) 
darstellt, so ordnet man diesem Ideal die eigentlieh primitiven Formen zn: 

/•= x^-my^y (la) 

f j^ + my^. (üa) 

Im übrigen knüpfen sich an die Aufstellung dieser zwei Formen- 
paare dieselben Betrachtungen, wie wir sie eingehender im 1. Fall 
angestellt haben. Es sind nur noch zwei Tatsachen hier besonders 
zu beachten: 

Zunächst sieht man leicht, daß die beiden Formen (I) und (II) 
ambig (zweiseitig) sind, denn sie werden durch eine Substitution 
a? = — rc^ -- yi, y =« Ji mit der Determinante — 1 in sich übergeführt. 

Sodann gilt aUgemein, daß eine eigentlich primitive Form niemals 
einer uneigentlich primitiven Form äquivalent sein kann, wie man 
durch Anwendung einer Einheitssubstitution sofort erkennt. 

Die Formen (I), (11) usw. entsprechen anders ausgedrückt den 

Idealen (2, 2») des Körpers bezw. (l, y^) des Rings r(ym). Wenn 

nun p ein beliebiges, zu (2) primes Primideal des Körpers k(ym) 
ist, so ordnet man den Idealen (2)p und (2)p' vier uneigentlich 
primitive Formen und dem zu p gehörigen regulären Ringideal p^ 
und p; vier eigentUch primitive Formen zu, genau wie in den früheren 
FäUen. 

Jedes dieser Quadrupel behandelt man daon für sich weiter, indem 
nun klar ist, daß der wesentliche Unterschied gegenüber früher über- 
haupt nur in der Einführung der zwei Arten von primitiven Formen 
liegt. 

Schließlich unterscheidet sich der 

4. Fall, wo h(yiin) ein imastinärer Körper mit der Grundzahl 
m = 1, (4) ist, von dem vorigen dritten Fall nur dadurch, daß man 
sich von vornherein auf die positiven oder negativen Formen der 
Determinante D ^ m beschränkt. 
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Durch die Zuordnung von quadratischen Formen zu den Idealen 
und umgekehrt, wie sie im vorhergehenden Paragraphen durch De- 
finition festgesetzt wurde, ist der Grund für die Theorie der quadra- 
tischen Formen gelegt. Es ist aber zur Entwicklung dieser Theorie 
nötig woi wissen, ,in welcher Beziehung die Fojrmenklassen und Ideal- 
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Uassen stehen. Diese Frage hängt eng zusammen mit der Über- 
tragung der Multiplikation der Ideale auf die Operationen mit den 
Formen^ die jetzt zunächst behandelt werden muß. Bei der Erledigung 
dieser Aufgabe wären wieder die Fälle getrennt zu behandeln, in 
welchen die Grundzahl des Körpers w ^ 1, (4) oder m = 1, (4) ist 
Die einfacheren Fälle sind natürlich die, daß m = 2, m = 3, (4) ist, 
und wir wollen uns auf die Behandlung dieser Fälle beschränken. Die 
Diskussion der entsprechenden Fragen für m^l, (4) ist nicht 
wesentlich verschieden hiervon, der Leser jnöge aber nicht unterlassen, 
diese Ergänzung auszuführen. 

Es seien p und q zwei verschiedene, äquivalente oder nicht äqui- 
valente Primideale des Körpers h{ym), und es möge: 

gesetzt werden, dann ist das Produkt pq wieder ein Ideal des Körpers, 
welches man schreiben kann: 

pq^{pq, B + Ym), 

Die ganze Zahl B + )/m gehört sowohl dem Ideal p als auch 

,dem Ideal q an, d. h. man kann zwei ganze rationale Zahlen u bezw. v 

so angeben, daß 

pu + b ^ Bf qv + bi=^ B 

wird, und man darf auch p, B + Ym als Basiszahlen für p und 

q, B + ym als Basiszahlen für q wählen. Daher sind u. a. den 
Idealen p, q und pq bezw. die folgenden Formen zugeordnet: 

f^px' +2Bxy +^^yS (1) 

/i = 2V +2Bx,y, + ^^y,\ (2) 

F^pqX^+ 2BXT+ ^^^^ Fl (3) 

Dies sind drei Formen, die ihrerseits in einer einfachen und merk- 
würdigen Beziehung zueinander stehen, wie sich jetzt zeigen läßt. 

In der Tat, dsk px + (B + Ym) y eine Zahl des Ideals p ist und 

ebenso qx^ + (-B + Y^Vu ferner pqX + ( J5 + ^m) Y Zahlen der 
Ideale q und pq sind, so gilt nach dem Multiplikationssatz ftlr Ideale 
eine Gleichung: 

\jpx + {B+Y^y-] [qx^ + (^ + l/m)yj ^pqX + {B + Y^)Y, 
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Wenn man hieraus X, Y durch Eoeffizientenvergleichung be- 
rechnet zu: 

1 pq ^^^ (2;) 

80 kann man sagen, daß die Form F durch die Substitution (£) in 
das ProdtdU der beiden Formen f und /^ übergeht. Umgekehrt ist 
das Produkt der beiden Formen f und f^ gleich F^ wenn man die 
Veränderlichen Xy y und x^y y^ nach der Vorschrift der Substitution (27) 
zusammenfaßt. 

Auch wenn unmittelbar den Idealen p und q die Formen 

y=pa;'» +2hx'y' +^^y'* 

zugeordnet werden, kann man F als das Produkt von 9 und 9^ be- 
zeichnen. Tatsächlich ist g> äquivalent zu f und g>^ äquivalent zu f^y 
und die Richtigkeit der Behauptung sieht man sofort ein, indem man 
in der Formel (2) einfach 

X ^ x' + uy' bezw. x^ = o;/ -|- vy^ 

v-y' Vi- Vi 

setzt. 

Für die Multiplikation der Formen hat Gauß^) die Bezeichnung 
Komposition eingefQhrt. Die Form F heißt aus den Formen f und /^ 
Jcomponierty und man kann symbolisch schreiben F=»ff^. 

Die Komposition bleibt offenbar dieselbe, wenn p und q zwei 
ambige verschiedene PrimideaJe sind. Femer ist von vornherein auch 
selbstverständlich, wie die Formen zusammenhängen, welche den 
Idealen p und p^ zugeordnet sind. Es sei p ein Primideal, welches 
nicht in (2) au%eht, von der Form: 

p = (p, B-hVw) und f^{j^yB + ym). 
Bedeuten dann: 

f^pa? +2Bxy + ^*^y» 
Tmd 

2^ = j)»z> + 2BZ r+ ^-=^ r«, 

p 
zwei, den Idealen p und p' zugeordnete Formen, so zeigt sich, wie 



1) Disqu. arithm. Y, S. 234 ff. 
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oben, daß man anch JP»/*' setzen darf, indem man zwischen X, Y 
und X, y eine Abhängigkeit dnrch die Substitution: 

T^2pxy-\'2By^] 
annimmt. 

Man bezeichnet diesen Fall als Komposition einer Form mit sich 
selbst, und man erkennt fibrigens dnrch Vergleichung der Substitu- 
tionen S und S^y daß dieser speziellere Fall direkt aus dem allgemei- 
neren Fall ableitbar ist. 

Eine solche Komposition ist nur dann nicht möglich, wenn p 
in (2) aufgeht. Falls dagegen p ein zu 2 primes ambiges Ideal ist, 
so kann man schreiben: 

p - (p, ]/w) und p' -» GP; jp Ym), 
Nach den früheren Definitionen ist dann: 

und es ist F^p^ wemi man die Substitution anwendet: 

X^p^ + ^y', Y^ = 2xy. 

Schließlich ist noch die Frage zu entscheiden, wie sich zwei be- 
liebige Formen zusammensetzen lassen, welche irgend zwei Idealen 
zugeordnet sind. 

Es bezeichnen ] und ]\ zwei beliebige Ideale des Körpers, und 
zwar sei: 

j =-(a, l + c Ym), 

Damit die Koeffizienten der diesen Idealen zugeordneten Formen 
nicht einen gemeinsamen Faktor besitzen, sei erstens vorausgesetzt, 
daß die Ideale nicht durch rationale Hauptideale teilbar sind. Dazu 
ist notwendig, daß sowohl die Zahlen a, 6, c, als auch a^, h^, q keinen 
gemeinschaftlichen Teiler besitzen. Dann sind die beiden Ideale in 
der folgenden Weise darstellbar: 

j = (a, 6-f-/w), ii = (ai, 6i+yw). 
Das Produkt dieser beiden Ideale: 
j ji = (cLC^iy a^b + a^ y w, ab^ + a Ym^ fcii + m + (fc + b^) iZ-aw, . . .) 
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kann aJsdann offenbar durcli eine Basis: 

aa^j B +l/w, d. L in der Form \\^ = ifl^u ^ + V^ 

dargestellt werden, wenn 

a, a^, 6 + 61 

keinen gemeinsamen Zahlenfaktor besitzen. Es soll jetzt zweitens vor- 
ausgesetzt werden, daß diese Bedingung für die Ideale \, jj erfüllt 
ist. Wenn aber diese Bedingung erfiült ist, so kann man schreiben: 

indem man zwei ganze rationale Zahlen u, v so angeben kann, daß 
gleichzeitig jB = aw + 6 == «i^ + &i ist« Entsprechen nun den Idealen 
j und ji und jj^ die Formen: 

f=aa? +2Bxy + ^^yS 

F^aa.X^ + 2BXT+ ^^-^^ 7», 

SO läßt sich F wieder als Produkt der Formen f und /'^ auffassen. 

Aus dem Multiplikationssatz für die Ideale folgt nämlich wiederum, 
daß für bestimmte x, y, x^, y^ und X, Y die Gleichung besteht: 

[ax + By+Ymy] [a^x, + By^ + f/^yj = aa^X + {B +y^) Y; 

hieraus folgen durch Ausmultiplizieren der linken Seite und Yerglei- 
chung der Koeffizienten die Relationen: 

^xx.— yy. ,_. 

1 ««1 ^^^ (2:;) 

r« axy^ + a^x^y + 2Byy^] 

Setzt man diese Werte von X, Y in die Form F ein, so stellt 
sie direkt das Produkt der beiden Formen f und f^ dar. 

Ordnet man den Idealen j, j^ statt der Formen /) f^ die Formen 

(p = ax^ + 2hxy H ^^y * 

zu, entsprechend den ursprünglichen Darstellungen j»(a,&-f|/m), und 

)i*^ (^i^^i +y^)? ^^ ®^^^ J* einerseits f und 9 und andererseits f^ 
und ^^ äquivalent, und es läßt sieb wieder, ganz wie es oben fßr 
4ie Primideale p und q aufführt wurde, F als Produkt von 9 und 
9j darstellen. 
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Indem man alle bisherigen Resultate zusammenfaßt, ergibt sich, 
daß zwei Formen mit derselben Determinante m: 

f == ax^ + 2bxy + cy^ 

stets dann zu einer dritten quadratischen Form F mit der Deter- 
minante m komponiert werden können, wenn a, a^, & + &i keinen 
gemeinsamen Teiler haben. 

Es ist besonders zu beachten, daß nicht bloß die Form Fj son- 
dern auch jede zu F äquivalente Form F' aus denselben Formen f 
und f^ zusammengesetzt werden kann. 

Die bisherige Betrachtung ist auch umkehrbar: wenn eine Form F 
aus zwei Formen f, f^ zusammengesetzt ist und wenn den Formen 
f und f^ die Ideale j resp. j^ zugeordnet sind, so entspricht F dem 
Idealprodukt jj^. 

Der Fundamentalsatz der Komposition, welcher das Verhalten 
äquivalenter Formen betriffl;, ist nach Gauß der folgende: 

Satz. Wenn sich die beiden quadraMschen Formen f und f^ bu 
der Form F und ebenso fp und (p^ jsu der Form <ß £fu>sammens€t0en 
küssen, und wenn einerseits die Formen f und 9, sowie andererseits f^ 
und 9)1 äquivalent sind, so müssen auch die Formen F und O äqui- 
valent sein. 

Beweis. Wenn durch die Formen f und f^ irgend zwei Zahlen a 
resp. o^ darstellbar sind, so sind diese Zahlen auch durch q> und 97^ 
darstellbar, und es ist aa^ gleichzeitig durch die Formen F und <D 
darstellbar. Nach dem folgenden Satze, der aus praktischen Gründen 
dem eben behandelten Satze nachgeschickt ist, entsprechen nun den 
Formen f und ^, sowie f^ und 9^ jedesmal äquivalente Ideale. Wenn 
etwa j und \) den Formen f und 9, femer j^ und 1^^ den Formen f^ 
und fp^ zugeordnet sind, so ist j <^ 1^, ]^<^l^i, und es ist folglich auch 
JJi ~ ^^1« Den Idealen jj^ und ^l^^ entsprechen aber n. a. die Formen jP 
und (Z>, dieselben müssen eigentlich äquivalent sein, weil durch sie 
gleichzeitig positive oder negative Zahlen darstellbar sind. 

Aus dem Zusammenhang zwischen der Komposition der Formen 
und der Multiplikation der Ideale ergibt sich als wichtigste Folgerung 
die Beziehung zwischen Formenklassen und Idealklassen auf Grund 
des folgenden Satzes. 

Satz. Sind j und j^ /swei äquivalente Ideale des Körpers X;()/m)y 
jedes derselben ohne rationale Faktoren, so sind die quadratischen For- 
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mm, welche per def, den Idealen zugeordnet sind, ebenfalls paarweise 
äquivalent 

Beweis: Man kann zunächst^ ausgehend von der Komposition 
zweier Formen, die Äquivalenz der Formen etwas anders definieren. 
Lassen sich nämlich zwei Formen f und f^ mit einer und derselben 
Hauptform ip (=^ x^ — my^) so zusammensetzen, daß die beiden Formen 
F =^f- fp und F^^ f' q) einander äquivalent, oder gar gleich sind, so 
sind auch die Formen f und f^ äquivalent, und umgekehrt. Denn es 
ist o£Fenbar jede Zahl, welche durch f darstellbar ist, auch durch f^, 
und zwar zur selben Eongruenzwurzel gehörig, darstellbar. 

Nach der Voraussetzung, daß j und j^ äquivalente Ideale sind, 
gibt es zwei ganze Zahlen des Körpers or, /S, von der Beschaffenheit, 
daß (a)i =» (ß)ii ausfällt. Ist nun dem Hauptideal (a) die Haupt- 
form (p und dem Ideal (ß) daher die Form ± 9 zugeordnet und ent- 
sprechen den Idealen j, j^, (a)j =» (/3)j^ die Formen /*, f^ und F, so ist 
notwendig F'^ (p -f*^ ±: q> - f^. In der Tat lassen sich die Formen 9, f 
einerseits und ± % f^ andererseits nach den allgemeinen Vorschriften 
zusammensetzen, da der Koefßzient a^ von 9 gleich 1 ist. Aus der 
Gleichung y • /"=■ ± y /i folgt, daß die Formen f und ± f^ äquivalent 
sind, d. h. aber die vier Formen, welche den Idealen j und j^ zu- 
geordnet sind, sind paarweise äquivalent. 

Wenn ferner f und f^ zwei äquivalente Formen bezeichnen und 
wenn j und j^ die zwei diesen Formen zugeordneten Ideale sind, so 
gilt auch umgekehrt der Satz, daß ] ^^ j^ ist. 

Hiermit ist aber nun schon von selbst gezeigt, daß der endlichen 

Anzahl Idealklassen des Körpers A; (l^m) eine endliche Anzahl Klassen 
quadratischer Formen von der Determinante m entspricht. Die letztere 
Anzahl ist mindestens gleich, im allgemeinen größer, und zwar im Maxi- 
mum viermal so groß als die Anzahl der Idealklassen. (S. 196, Probl. 3.) 
Einer ambigen Idealklasse entspricht stets eine Formenklasse mit 
ambigen (zweiseitigen) Formen. 

Durch die Übertragung des Minkowskischen Satzes über die 
praktische Bestimmung der Klassenanzahl k fDr Idealklassen auf 
quadratische Formen würde man erhalten: In jeder Formenklasse der 
Determinante D ^ m gibt es mindestens eine quadratische Form, deren 
mittlerer Koeffizient b und deren äußere Koeffizienten a, c die Be- 
dingungen erfüllen: b ^|yw|, |ö|^2|}/w| und |a|^|c|. 

Gauß hat für solche durch ähnliche Ungleichungen beschränkte 
Formen die Bezeichnung redtufierte Formen gebraucht. (S. 196, Probl. 4.) 
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Die EinheiteiL eines Zahlkörpers spielen für die quadratischen 
Formen eine besonders wichtige Rolle: sie liefern alle eigentlichen 
und uneigentlichen Transformationen einer Form in sich und femer 
alle Transformationen einer Form /' in eine äquivalente f^y wenn man 
eine Transformation kennt, welche f in f^ überführt. Man braucht^ 
um dies einzusehen, nur an die Bildung einer Form f als Norm eines 

Ausdrucks ax + {h + Yin)y sich zu erinnern, und diesen Ausdruck mit 
£* zu multiplizieren, dann erhält man die gesuchten Transformations- 
formeln. (S. 196, Probl. 2.) 

Die Darstellung einer Zahl durch eine Form geht der Zerlegrung 
der Zahl im Körper parallel. 

Auf die weitere Verfolgung der Analogien zwischen Idealtheorie 
und Körpertheorie können wir nun yerzichten. Es ist klar, daß alle 
Begriffe, wie: die Multiplikation der Klassen, Einteilung der Klassen 
in (Geschlechter, Charakterensystem eines Geschlechtes usw., sich 
übertragen lassen. 

Zu der Komposition der uneigentlich primitiven Blassen mit 
Determinanten, welche der Bedingung D = 1, (4) genügen, möge nur 
noch bemerkt werden, daß man zunächst die Koeffizienten durch 2 
dividiert, dann die Komposition ausführt und schließlich die so er* 
haltene Foim doppelt nimmt. 
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Es ist bemerkenswert, daß die Theorie des quadratischen Zahl- 
körpers, welche wir in rein arithmetischer Weise entwickelt haben, 
auch geometrisch interessante Resultate enthält. In der Tat kann man 
nämlich die Ideale des Körpers durch geometrische Gebilde deuten, 
deren Studium nicht bloß für die reine Mathematik, sondern auch für 
die Mineralogie, spez. für die Kristallographie wichtig und unbedingt 
notwendig ist. Da die geometrische Betrachtung der bisher ge- 
wonnenen Resultate schon an sich sehr reizvoll ist und zugleich manche 
der bisherigen Ergebnisse von einer neuen Seite zeigt, in gewissem 
Sinne sogar die eingehende Behandlung des quadratischen Körpers 
(der ja nur ein Spezialfall einer sehr yiel allgemeineren Theorie ist) 
rechtfertigt, so soll in diesem Paragraphen die geometrische Theorie 
in ihren Grundzügen auseinandergesetzt werden. Mancher, der ge* 
wohnt ist geometrisch zu denken, wird vielleicht durch diese neue 
Auffassung für die arithmetischen Resultate und Methoden inter- 
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esfliert werden, abgesehen dayon, daß die Verfolgung von Analogien 
immer ein frachtbares Prinzip der wissenBchafblichen Untersnchnng 
bildet. 

Bei den arithmetischen Beweisen hat sich immer wieder ein 
ganz fondamentaler Unterschied in der Behandlung imaginärer und 
reeller Körper gezeigt, und diese Verschiedenartigkeit der beiden 
Arten yon Körpern tritt schon in den grundlegenden geometfischen 
Definitionen sehr stark hervor. Wir behandeln daher die beiden 
Arten von Zahlkörpern getrennt, zuerst die imaginären und dann die 
reellen Körper. 

Um das volle geometrische Bild zu erhalten, darf der Leser nicht 
versäumen sich selbst Figuren zu entwerfen. Auch wir halten uns 
hier zunächst an ein bestimmtes numerisches Beispiel, das aber 
typisch ist für alle imaginären Körper mit einer Grrundzahl m ^ 1, (4). 

Wir betrachten den oft behandelten Körper A;("|A— 5) mit der 
Klassenanzahl A » 2. Unter Benutzung der Gauß sehen Darstellung 
der komplexen Größen stelle man die ganzen Zahlen des Körpers 

a + b y — 5 durch Punkte der Ebene dar, deren Abszissen und Ordi- 
naten in bezug auf ein fedt gewähltes rechtwinkliges Koordinatensystem 

die Zahlen a und 6"/5 sind. Falls man auf der reellen (oder Ab- 
szissen-) Achse die Strecke 1 und auf der imaginären (oder Ordinaten-) 

Achse die Strecke ]/5 als Längeneinheit wählt, sind die ganzen Zahlen 
des Körpers durch die Punkte mit ganzzahligen rationalen Koordi- 
naten, oder wie man kurz sagen kaun, durch die „ganzzahligen^^ 
Punkte dargestellt^) Die Figur (s. Fig. 1), welche durch die Ge- 
samtheit dieser Punkte (ohne die Verbindungslinien zwischen den- 
selben) gebildet wird, heißt ein regelmäßiges Punktgitter*) und irgend 
ein spezieller Punkt ein Gitkrpunkt. Wenn man außer den Punkten 
die Figur irgend eines doppelten Systems von Parallelen in Betracht 



1) Entsprechend einer früheren Festsetzimg über die Zahlen des Körpers 
schließen wir den unendlich fernen Punkt der komplexen Ehene von der Be- 
trachtung auB. 

2) Auf diese geometrische Darstellung hat zuerst GauB aufmerksam ge^ 
macht: Ges. Werke JI p. 194 (Besprech. eines Werkes von Seeher über ternäre 
quadratische Formen). Femer vgl. Lejeune-Dirichlet: Ges. Werke Bd. 11 
p. 21 und ausführlich p. 29. Eingehend findet man die Beziehungen der Zahlen- 
theorie zur Geometrie, speziell zur Theorie der linearen Transformat ionen, zui 
Kristallographie^ Funktionentheorie und zur Theorie der elliptischen Funktionen 
studiert von F. Klein: Ausgew. Kapitel der Zahlen theorie. Autogr. Vorlesungen. 
■Gott. 1896 und 1897. 2 Bde. 
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zieht, welche die Gitterpunkte streifenweise derart Terbinden, daB 
jeder Oitterpnnht der Schnittpunkt zweier beBtimmter Geraden des 
Systems ist und je zwei benachbarte Parallelen konstanten Abstand 
haben, so bezeichnet man ein solches System als Parallelgitter. In 
dem Beispiel oben bilden nnler anderen die Parallelen zn den Achsen 
in Abständen 1 bzw. yZ ein rechtwinkliges ParaUelgitter. 

Es wird sich im folgenden nor am Panktgitter nnd Parallel- 
gitter handeln, und es kann daher fOr die letzteren der KUrze wegen 
einfach der Name Gitter gebraucht werden, wo eine Zweidentigkeit 
ausgeschlossen ist. 



X — 



Fig. 1. 



Fig. 2. 



Durch ein Parallelgitter ist die Ebene in anendlich viele Parallelo- 
gramme eingeteilt. Ein Parallelogramm, das keinen Gitterpankt in 
seinem Innern enthält, stellt ein Elemeniarparalldogramm des Gitten 
dar und kann als Hasche bezeichnet werden. Die Maschen Qbei^ 
decken die Ebene lückenlos. Ein Gitter ist durch Lage und Dimen- 
sionen einer Masche roUkommen bestimmt. Zonäohst gilt nun die 
folgende Tatsache. 

Satz. In das Funkigitter gameMigcr Punkte können unmdlich 
vide verschiedene FaraUdgitter eingilagert werden. 

Beweis. (Vergl. Fig. 2.) Man geht zunächst von irgend einem 
Gitterpunkt A aus, nnd wählt nun zwei andere Gitterpunkte B and 
C derart, daß auf den Seiten und innerhalb des Dreiecks ABC kein 
weiterer Gitterpunkt liegt. Dies kann auf nnendhcb viele Terschiedene 
Weisen geschehen, wie man leicht einsiebt. Hat man 'B so gewählt, 
daß innerhalb der Strecke AB kein weiterer Oitterpunkt hegt, so 
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liegen anf der YerbindangBlinie AB anendlich viele weitere Punkte, 
▼on denen irgend zwei benachbarte einen Abstand gleich AB haben 
gleichzeitig teilt die Gerade AB alle Oitterpnnkte in zwei Hälften 
rechts und links Ton AB. Durch eine leichte geometrische Über- 
legung erkennt maD, daß die sämtlichen Oitterpnnkte sich auf Parallelen 
in gleichen Abständen zu der Verbindungslinie AB anordnen lassen, 
derart, daß auf jeder Parallelen unendlich viele Gitterpunkte in Ab- 
ständen gleich AB liegen. Auf einer der beiden zu AB benach- 
barten Parallelen, rechts oder links von AB, wählt man irgend zwei 
aufeinanderfolgende Gitterpunkte CundD, dann ist wegen AB*^ CD 
das Viereck ABCD ein Parallelogramm, welches nach seiner Kon- 
struktion außer den Eckpunkten keinen Gitterpunkt auf den Seiten 
oder im Innern enthält. Verschiebt man nun das Parallelogramm so, 
daß die Seite AB in sich verschoben wird und läßt zuerst A nach B, 
B aber nach JE7, dann A nach E usw., femer rückwärts B nach A^ 
A nach F, dann wieder B nach F usw. rücken, so nehmen einerseits 
die Punkte A und B auf AB und andererseits C, D auf CD der 
Reihe nach die Lagen aller Gitterpunkte auf den Parallelen AB und 
CD an. Man erhält einen Parallelstreifen, der durch Querlinien in 
Maschen geteilt ist. Verschiebt man diesen Streifen in der Richtung 
dieser Querlinien, also in der Weise, daß A nach (7, B nach D oder 
umgekehrt gebracht wird usw., so wird die Ebene mit lauter Parallelo- 
grammen lückenlos überdeckt und die Ecken A^ B, (7, D gehen immer 
wieder in Gitterpunkte über. Man sieht leicht ein, daß bei diesen Ver- 
schiebungen das Parallelogramm ABCD immer parallel den Rich- 
tungen der ursprünglichen Koordinatenachsen um ganezcMige Strecken 
an andere Stellen verschoben wurde. Keines der unendlich vielen 
Parallelogramme kann einen Gitterpunkt im Innern oder auf den 
Seiten enthalten. In der Tat, enthielte ein Parallelogramm AB'C'U 
einen Gitterpunkt P' auf den Seiten oder im Innern, so verschiebe 
man A'B'CD' parallel nach ABCD, dann muß der Punkt P' in 
einen Punkt P auf den Seiten oder im Innern von ABCD übergehen 
und P müßte ebenfalls ein Gitterpunkt sein. Da nämlich ABCD 
und A'B'C'D' nach Konstruktion parallel liegen, kann m^nA'B'C'D' 
zuerst in der Richtung der einen, dann der zweiten ursprünglichen 
Koordinatenachse um ganezahlige Strecken verschieben, um die Ecken 
und Seiten der Parallelogramme zur Deckung zu bringen, daher müssen 
P und P' gleichzeitig ganzzahlige oder nichtganzzahlige Koordinaten 
besitzen. Nach Konstruktion enthält jedoch ABCD keinen Gitter- 
punkt, also kann auch P kein Gitterpunkt sein. 
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Durch Parallelyerschiebung der Masche ABCD ergab sich aber 
ein Parallelgitter, das dem Punktgitter so eingelagert ist, daß durch 
jeden Gitterpunkt je eine Parallele zw. AB bezw. AC hindurchgehl 
Weil nun die Wahl yon ABCD unendlich vieldeutig ist, so kann 
man unendlich viele verschiedene Parallelgitter in das Punktgitter 
einlegen. 

An die vorhergehende Ableitung sind noch zwei Bemerkungen 
anzuschließen. 

1. Man würde genau dieselben Parallelgitter erhalten, falls man 
von irgend einem anderen Gitterpunkt statt A als Anfangspunkt aus- 
gegangen wäre. Es sind alle Punkte des Punktgitters gleichberechtigt, 
indem dasselbe stete parallel in sidi so verschoben werden kann, daß 
ein willkürlich gewählter Punkt in den Anfangspunkt A übergeht 

2. Zu einer bestimmten Masche liefert das entsprechende Parallel* 
gitter einfach wieder sämtliche Punkte des Punktgitters. Man kann 
die Konstruktion des Parallelgitters betrachten als eine fortgesetzte 

geometrische Addition mit zwei Vektoren, wie z,^. AB und AG. Es 
stellt dann der Ausdruck: 

ÄBx^ + ACyx 

für ganzzahlige rationale Werte x^y y^ sämtliche Punkte des Pnnkt- 
gitters vor. x^jy^ sind so die Koordinaten der Gitterpunkte in bezug 
auf ein (i. a. schiefwinkliges) Koordinatensystem mit den Achsen AB 
bezw. AC und den Strecken AB bezw. AC vis zugehörigen Längen- 
einheiten. 

Nun sind aber die Gitterpunkte nur die geometrischen Bilder 
der ganzen Zahlen des Körpers, und das Resultat der geometrischen 
Analyse ist, arithmetisch formuliert, einfach der früher bewiesene 
Satz: In jedem 2iahlkörper kann man auf unendlich viele verschiedene 
Weisen ein Zahlenpaar m^, cd, auswählen, so daß durch den Ausdruck: 

mit ganzzahligen rationalen Werten a^^, y^ aUe ganzen Zahlen des Körpers 
dargestellt werden. Sind cd^, cd, irgend zwei Basiszahlen des Körpers, 
so stellen die vier Punkte 0, o^, co^y co^ + co, die Ecken einer Masche 
vor, und o^, cd, ergeben die x^-y ^j- Achse des Koordinatensystems 
zugleich mit den diesen Achsen zugehörigen Einheitspunkten resp. 
Längeneinheiten. Wenn daim ferner cd^*, m^* zwei andere von (Dj, ca, 
verschiedene Basiszahlen sind, so besteht (vergL S. 25) zwischen den 
beiden Paaren stets eine Beziehung: 
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(T) 



Ol*«- r©! + 5(öj, 
©2*= ^©1 + WCJj, 

wobei r, 8^ ^^ u vier ganze rationale Zahlen sindi für welche: 

ru ^8t^± 1 
ist. 

Die Punkte (Zahlen) 0; a}{^^ (d^* bestimmen ein neaes Koordinaten- 
system, auf welches die Gitterpunkte durch die Koordinaten x, y be- 
zogen sein sollen. 

Da nun die Gleichnng gilt: 

m^*x + a>,*y — (rx + iy)<D^ + {sx + w»)®», 
so stellt die Transformation: 

x^-^rx + ty, yi--' 8X + uy 

den Übergang von dem einen Koordinatensystem rr, y zu dem zweiten 
x^y Vi ^o^« Deutet man aber die Größen x, y^ x^, y^ als Koordi- 
naten in dem Koordinatensystem mit den Achsen AB bezw. AC, 

so stellt das System: 

a?! — ra: + ty 

y^'-sx + uy \ (S) 

mit der Nebenbedingong 

wie aas der projektiven Geometrie bekannt ist, eine affine Trans- 
formation vor, bei welcher Systeme von parallelen Geraden stets 
wieder in solche übergehen und das Verhältnis entsprechender Flachen 
konstant ist. Abgesehen vom Nullpunkt wird jeder Punkt des Punkt- 
gitters in einen anderen Gitterpunkt transformiert. 

In der' Theorie der linearen Transformationen bezeichnet man die 
Transformation (S) als hontragredient zu der Transformation (T), welche 
den Zusammenhang zwischen den verschiedenen Basiszahlenpaaren 
darstellt^ man hat daher den Satz: 

Die Transformation (S) vermiUdt analytisch den Übergang van 
dem ParaUelgiUer <d^, m^ smm anderen <d^*, cd,*. Nun lassen sich zwei 
aufeinanderfolgende lineare Transformationen immer zu einer einzigen 
Transformation zusammenfassen, deren Determinante gleich dem Pro* 
dukt der Determinanten der einzelnen Transformationen ist. Analytisch 
heißt dies, jedes Pa/rdlldgüter laß sich aus dem rechttoinkligen, oder 
jedem anderen Gitter dwreh eine affine Transformation mü der Deter- 
minante ± 1 ableiten. 

Man beweist sehr leicht mit Hilfe des Produktsatzes für Deter- 

Sommer, Zahlentheorie. 15 
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minanten, düß der Inhalt eines jeden Elementarparallelogramms, 
das ein Parallelgitter bestimmt, oder der Inhalt jeder Masche gleich 

|/ö, also für alle Parallelgitter konstant ist. 

Wenn der analytische Übergang Yon einem Parallelgitter zu 
einem anderen durch eine affine Transformation mit der Determinante 
+ 1 oder — 1 geschieht, so leiten sich die Parallelgitter geometrisch 
auseinander ab durch eine einfache Eollineation bezw. Affinität. Die 
beiden Fälle, daß die Determinante -\- 1 oder — 1 ist^ sind geometrisch 
durch eine Spiegelung an einer der Achsen aufeinander zurück- 
führbar. 

Ich &sse die bisherigen Ergebnisse nochmals zusammen: 

Den ganzen Zahlen eines quadratischen ZahUcärpers entsprechen die 
Punkte eines Punktgitters. In dieses Punktgitter lassen sich unendlich 
viele ParaUelgitter mit Maschen von gleichem Flächeninhalte einlagern. 
Jedes Parallelgitter ist einer bestimmten Basis des Körpers sugeordnet. 
Irgend zu:ei ParaUelgitter sind analytisch miteinander durch eine affine 
Transformation mit der Determinante ± 1 verhunden, und diese Trans- 
formation ist kontragredient zu derjenigen, welche die zugehörigen Paare 
von Basiszahlen verbindet. 

Der Satz: „Das Produkt, die Summe, die Differenz von irgend 
zwei ganzen Zahlen eines Zahlkörpers ist stets wieder eine ganze Zahl 
des Körpers'' lautet für das zugehörige Punktgitter etwa: 

1 Das Produkt von irgend zwei Gitterpunkten ist wieder ein 
Gitterpunkt. 

2. Die ^.„ von zwei Gitterpunkten ist stets wieder ein 

Differenz 

Gitterpunkt. 

Bei dieser Formulierung steht eben das Wort Gitterpunkt anstatt 
der komplexen Zahl, welche dem Gitterpunkt zugehört, und unter 
Multiplikation, Addition und Subtraktion der Gitterpunkte ist die 
geometrische Darstellung dieser Operationen in der Gaußschen Ebene 
zu verstehen. 

Ist jetzt a eine ganze Zahl des Körpers, so besteht das Haupt- 
ideal (a) aus der Gesamtheit aller ganzen Zahlen des Körpers, welche 
durch a teilbar sind. 

Demgemäß stellen wir das Hauptideal (a) geometrisch dar durch 
die Gesamtheit aller derjenigen Gitterpunkte in der Ebene, welche 
durch den Gitterpunkt a teilbar sind, oder, wie man auch sagen kann^ 
durch die Gesamtheit aller Gitterpunkte, die aus den Gitterpunkten 
des Körpers durch Multiplikation mit a hervorgehen. Es i^t zu 
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zeigen, daß diese Punkte ebenfalls ein Punktgitter bilden. Bezeichnet 
man ein Gitter, das zum Körper gehört, kurz als Grundgüter, so kann 
man alsdann sagen, daß dem Hauptideal (a) ein Gitter (a) entspricht. 

[Vgl. hierzu und zum folgenden Fig. 3, wo das Ideal (a) « (l + Y— 5) 
dargestellt ist.] 

Multipliziert man die Punkte des Grundgitters, welche auf einer 
Geraden liegen, mit a, so erhält man Punkte, welche alle wieder auf 
einer Geraden liegen. 

Es sei nämlich a « äe^^y und x =- re*^ (wo i = y — 1 ist) ein 
beliebiger Punkt, dann erfüllen die Polarkoordinaten r, q> derjenigen 
Punkte X, welche auf einer Geraden liegen, die Gleichung: 

rcos(d — y) = d, 

wo S, d Neigung und Länge des Lotes vom Nullpunkte auf die Ge- 
rade bezeichnen. 




Fig. 8. 

Aus den Punkten der Geraden gehen durch Multiplikation mit a 
die Punkte x^ — üa'*** ^ äre*^^"^^^ (i = ]/— l) hervor. Setzt man nun: 

*i «= d + a, dj^^ da, 

so erfüllen die Werte R, O die Gleichung: 

Ucos(*i — <^) = dj, 

d. h. es liegen auch alle Punkte x^ wieder auf einer Geraden, weil S^, d^ 
Eonstante sind. Femer geht aus der letzten Gleichung noch hervor, 
daß parallelen Geraden, mit demselben Wert d, wieder parallele Gerade 
mit demselben Wert dj entsprechen. Aus der Form ;r, «= ara^^^"^^""*"*) 
folgt, daß bei der Multiplikation mit a ein vom Nullpunkt aus- 

16* 
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gehender Vektor um den Winkel a gedreht Tind im Verhältnis arir 
gestreckt wird. Jede Figur geht daher in eine ähnliche Figur über. 

Da nun das Ideal (a) aus (1) durch Multiplikation mit a herror- 
geht, so stellt also {a) auch ein dem Grundgitter ähnliches Gitter yor. 

Einer Masche des Grundgitters mit den Ecken 0, 1, 1 + )/— 5, 



)/— 5 z. B. entspricht im Gitter (a) ein Rechteck mit den Ecken . «, 

«, (1 + V— 5)a, l'' — 5 . a . Dieses Rechteck ist der Masche des 
rechtwinkligen Grundgitters ähnlich, es kann keinen weiteren Gitt^r- 
punkt des Gitters (a) enthalten. Man hat daher den Satz: 

Satz. Jedem Hauptideal (a) £fu der Zähi a^äe ^^~^ ^ entspridd ein 
PunktgiUeTj das dem Grundgiüer ähnlich ist und aus diesem durch 
eine Drehung um den Winkel a und eine Dehnung im Verhältnis ä : l 
hervorgeht. 

Insbesondere folgt aus den bisherigen Betrachtungen: 

Äüen Hauptidealen entsprechen ähnliche Punktgitter, Dem Ideal (1) 
entspricht das Grundgitter selbst. 

Analytisch bedeutet die Ableitung des Gitters {a) aus dem 
Grundgitter eben nur die Anwendung einer affinen Transformation 
auf das letztere. 

Setzt man a «= a + 6 V— 5, und bezeichnet die Punkte des Ghimd- 

gitters und des Gitters (a) mit a: + y ]/— 5 bezw. X + F V— 5 , so 

ist: 

X^ ax — 6by 

Y^bx+ ay, 

d. h. eben, das Punktgitter (a) ist mit dem Grundgitter durch eine 
Transformation mit der Determinante a* + 56* = ö* verbunden. Dem 
Punktgitter {a) kann man wieder unendlich viele Parallelgitter ein- 
lagern, welche untereinander durch affine Transformationen mit der 
Determinante ^^ 1 zusammenhängen, genau so wie dies für die Par- 
allelgitter zum Grundgitter bewiesen wurde. 

Es läßt sich jeder Basis des Ideals (a), z. B zu a, a|/— 5, usw. 
ein Parallelgitter zuordnen, dessen Elementarparallelogramm die 
Punkte 0, a, aY— 5, a + a )/— 5 zu Ecken hat. Verschiedenen Basis- 
zahlen entsprechen die verschiedenen Parallelgitter, und man leitet 
aus dem Zusammenhang der ersteren die affine Transformation zwischen 
den letzteren ab. Man kann daher wieder folgenden Satz aufstellen: 

Satz. Einem Ideal (a) ist stets ein bestimmtes dem Grundgitter 
ähnliches Punktgitter zugeordnet. Diesem Punktgitter lassen si(h un- 
endlich viele ParaUelgitter einlagern, indem jede Basis des Ideals ein 
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solches ParaüdgiUer definiert. Irgend zwei der FaraUelgiUer hängen 
durch eine affine Transformation mit der Determinante ± 1 miteinander 
zusammen und diese Transformation ist kontragredieni eu derjenigen 
Transformation, welche die den zwei PardUelgittem entsprechenden Paare 
von Basiszahlen verbindet. AUe ParaUelgitter hohen inhaltsgleiche 
Maschen. 

[Anmerkung. Bei der Aufstellung der affinen Transformation^ 
durch welche ein Parallelgitter (a) in ein anderes übergeführt wird, 
legt man zweckmäßig ein schiefwinkliges Koordinatensystem zugrunde, 
dessen Achsen mit den Richtungen der zwei Parallelscharen eiues 
der beiden ParaUelgitter selbst zusammenfallen. Man könnte natürlich 
die Transformationsformeln auch in bezug auf das ursprüngliche recht- 
winklige Koordinatensystem aufstellen. Dabei erhalt man aber, wovon 
der Leser sich selbst überzeugen mag, Transformationsformeln mit 
rationalen, aber nicht mehr notwendig ganzzahligen Koeffizienten und 
der Determinante ± 1. 

Die Aufstellung dieser Formeln ist indessen ohne Bedeutung, da 
eben über die Wahl eines Koordinatensystems und über die Wahl 
der Längeneinheiten auf den Achsen nur der spezielle Zweck ent- 
scheidet.] 

Jede Masche eines Gitters enthält außer den 4 Eckpunkten noch 
eine Anzahl Gitterpunkte des Grundgitters j im Linem oder auf den 
Seiten. Wir wollen festsetzen, daß zu den Punkten einer Masche 
gerechnet werden sollen: 1. ein Eckpunkt der Masche (so daß also 
jeder Eckpunkt nur zu einer einzigen Masche gehört), 2. die Punkte, 
welche, abgesehen von den Ecken, auf den beiden in dem Eckpunkt 
zusammenstoßenden Maschenseiten liegen, 3. die Punkte im Innern 
der Masche. Nach dieser Festsetzung soll nun die Anzahl der Punkte 
des Grundgitters, die in einer Masche des Gitters (a) liegen, bestimmt 
werden. 

Zunächst erkennt man, daß alle Maschen eines und desselben 
Gitters gleich yiele Punkte des Grundgitters enthalten. Da femer 
zwei Maschen von zwei yerschiedenen Gittern durch eine affine 
Transformation ineinander übergehen, welche das Linere einer Masche 
in das Innere der anderen überführt, so folgt, daß auch irgend zwei 
Maschen zweier yerschiedener Parallelgitter gleich yiele ganzzahlige 
Punkte enthalten. Man darf also für die Bestimmung der gesuchten 
Anzahl irgend eine geeignete Masche auswählen. Es empfiehlt sich, 
diejenige Masche zu nehmen, welche zur Normalbasis des Ideals gehört. 

Sei a = a + &")/^5, und es besitzen a und 6 den größten gemein- 
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Samen Teiler ty so ist die Normalbasis —^ , a^ +^y^5, wobei 

a^ ein Vielfaches von t ist. Die Masche ist nun so gelegen, daß eine 
Seite in die :r:-Achse des Koordinatensystems fällt^ diese Seite enthalt 

— ~ — - Punkte des Grundgitters, während auf der durch a^ -\-ty — 5 

bestimmten Seite eben t solcher Punkte liegen, und es enthält also 
die Masche insgesamt w(a) = a*+5t* Punkte des Grundgitters; in 
der Tat bilden diese Punkte mod (a) ein YoUständiges System in- 
kongruenter Zahlen. 

Satz. Wenn man dem PunMgiUer (a) ein FardlMgitter einlagert^ 
so enthält jede Masche n(a) Gitterpunkte des GrundgiUerSj und diese 
Gitterpunkte gehören m einem vollständigen System mod (a) inkor^gruenter 
Zahlen des Körpers. 

Die Darstellung eines Hauptideals hat sich schon in einer solchen 
Weise ausführen lassen, daß wir uns im folgenden umso kürzer fassen 
können. 

Einem beliebigen Nichthauptideal: 

sei jetzt das Punktgitter aller Punkte a, /3, . . . zugeordnet. Da man 
das Ideal ] durch eine Basis i^, i^ in der Weise darstellen kann daß: 

ist, wo a;, y alle ganzen rationalen Zahlen von — cx) bis + cx> durch- 
laufen, so folgt, daß man dem Punktgitter j ein Parallelgitter einlagern 
kann mit der Masche, deren Ecken die Punkte 0, t^, t^, t^ -f ^ sind. 
Jeder anderen Basis, die man im Ideal ) auswählen kann, entspricht 
ein dem Punktgitter eingelagertes Parallelgitter, und diese Parallel- 
gitter hängen durch affine Transformationen miteinander zusammen, 
wobei die Inhalte zugeordneter Maschen gleich sind. 

Di» Anzahl der Punkte des Grundgitters, welche in einer Masche 
eines solchen Parallelgitters enthalten sind, ist gleich der Norm des 
Ideals |n(j)|, und es bilden die zu diesen Gitterpunkten gehörigen 
Zahlen mod (j) ein Yollständiges System inkongruenter Zahlen des 
Körpers. 

Es seien nun j und j^ zwei Nichthauptideale aus der gleichen 
Idealklasse, dann soll die Beziehung zwischen den beiden zugehörigen 
Punktgittern aufgestellt werden. 

Nach der Definition der Äquivalenz gibt es zwei ganze Zahlen 

t 

des Körpers, so daß -i- = -^ oder (a)j =» («OJi ist. Das Produkt (a)j ist 
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aber das Ideal^ das aus j heryorgeht, wenn man alle Zahlen des Ideals 
mit a multipliziert. Schreibt man wieder a = ae^"" ^*^, so bestellt diese 
Multiplikation för die Gitterpunkte von \ darin^ daß jeder Vektor um 

den Winkel a gedreht und im Verhältnis ä : 1 verlängert wird. Da- 
durch geht aus dem Punktgitter (oder Gitter) j ein neues Punktgitter 
(Gitter) (a)j hervor, das zu dem ersten ähnlich ist, aus diesem selbst 

durch eine Drehung um a und Vergrößerung im Verhältnis ä:l ab- 
zuleiten ist. D. h. jedem Gitter, das dem Punktgitter ] eingelagert 
ist, entspricht ein ähnliches Gitter des Punktgitters (a) j. Ebenso geht 
das Punktgitter («lOJi aus dem Gitter j^ durch eine Drehung und 
Ahnlichkeitstransformation hervor, somit sind auch die Punktgitter ) 
und li ähnlich zueinander. 

Wir können daher den allgemeinen Satz formulieren: 

Zwei Ideale aus derselben Idealklasse lassen sich durch ähnlicJie 
Funktgitter geometrisch darstellen. Zwei diesen Punktgittem eingelagerte 
Parallelgitter hängen miteinander durch eine affine TransformaMon mit 



der Determinante ± yn (~j eusammen. 



Äquivalenz zweier Ideale ist Ähnlichkeit der zugehörigen Punkt- 
gitter oder der in diese eingelagerten Parallelgitter. 

Dem Produkt jj^ zweier Ideale entspricht wieder ein Ideal, das 
man nun als die geometrische Komposition der beiden Punktgitter j 
und j^ betrachten muß. Dieses Punktgitter j)^ enthält alle Gitter- 
punkte, welche den Punktgittern j und j^ gemeinsam sind. 

Faßt man alle Zahlen der beiden Ideale j und j^ zu einem neuen 
Ideal 3 zusammen, so ist ^ der größte gemeinsame Idealteiler der 
Ideale \ und j^ und ergibt sich geometrisch durch Übereinanderlage- 
rung der Punktgitter j und jj. 

Die bis jetzt aufgestellten Sätze gelten ohne weiteres fär 

aUe Körper fc(Vw), für welche w ^ 1, 4 ist. Falls w = 1, (4) 

ist, sind die ganzen Zahlen des Körpers: a -{-h -« * ^^^ Gitter- 
punkte des Grundgitters bestehen jetzt aus den ganzzahligen Punkten 
eines schiefwinkligen Koordinatensystems, das so gewählt werden 
kann, daß sein Nullpunkt in den Punkt und die Einheitspunkte 

1 I 1/«n. 

auf den Koordinatenachsen in die Punkte 1 resp. gelegt sind. 

Unter den Parallelgittern, welche dem Punktgitter der ganzen 
Zahlen des Körpers eingelagert werden können, befindet sich keines 
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mit rechteckigen Maschen. Man kann als Maschen eines Gitters 
Rhomben wählen, wenn man den Rhombus mit den Ecken: 



^9 9 9 ^f 9 > 



2 

als Masche annimmt. Für das Punktgitter des Körpers Je ()/— 3) 
haben die von + 1 verschiedenen Einheiten eine besondere Bedeutung, 
sie definieren die Symmetrieeigenschaften des Punktgitters, wie dies 
später bei den reellen Körpern gezeigt werden soll. Im übrigen können 
die oben aufgeführten Sätze für den jetzigen Fall m ^ 1, (4) wört> 
lieh übertragen werden. 

Den arithmetischen Satz von der Endlichkeit der Klassenanzahl h 

des Körpers Jc(ym) kann man nunmehr in geometrischer Form so 
aussprechen: 

Satz.^) Die unendlich mden PunktfiUer, wdche man cm$ dem 

PunJUgiäer der ganzen Zahlen des Körpers hi^m) herausgreifen kann^ 
indem man Untergruppen aus dem letzteren zu Punktgittem vereinigt, 
verteilen sich auf h Gruppen (Klassen) so, daß aUe Punktgitter einer 
und derselben Gruppe (Klasse), mit den eingelagerten ParaUdgittem, 
untereinander ähnlich sind. 

Die Gitter, die einer und derselben Klasse angehören, und nur 
diese, gehen durch Ähnlichkeitstransformaüonen ineinander Ober. 

Nachdem oben darauf hingewiesen ist, daß alle Parallelgitter, 
welche einem und demselben Punktgitter eingelagert sind, Maschen 
mit gleichem Inhalt besitzen, kann man kurzweg yon dem Maschen- 
inhalt des Punktgitters sprechen. Durch eine direkte Berechnung 
findet man als Mascheninhalt für das zum Ideal j gehörige Punkt- 
gitter lw(j) VT^l, wenn \d\ die positiv genommene Diskriminante 
des Körpers bedeutet. Alsdann läßt sich der Satz von Minkowski 
folgendermaßen formulieren: 

Satz. In jeder der h Gruppen ähnlicher Punktgitter des Körpers 

k(ym) befindet sich immer mindestens eines mit einem Mc^scheninhaÜ, 

I /2 I 

der kleiner ist als '-^ • 

Dieser Satz enthält also ein Mittel zur geometrischen Konstruk- 
tion der Punktgitter. 

Vom geometrischen Gesichtspunkt aus hätte es noch ein großes 
Interesse, eine Frage zu erörtern, welche in noch unbestimmter Fassung 



1) Vgl. F. Klein, 1. c. Bd. II, S. 94 ff. 



88. Geometrische Daistellimg der Ideale. 233 

80 formnliert ^ werden kaiin : Zu einem gegebenen Punktgitier das 
möglichst einfache Parallelgitter zu konstruieren. 

Ein Punktgitter repräsentiert für uns i. a. ein Ideal, und die 
Frage wäre arithmetUch: die einfachste Basis des Ideals zu bestimmen. 
Bezeichnet man, was nahe liegt, die Normalbasis als einfachste Basis 
des Körpers, so kann man daraus folgenden geometrischen Satz ab- 
leiten: In jedes Punktgitter, dessen Mascheninhalt < ^ ist, kann 
man stets ein Elementarparallelogramm einlegen, dessen Seiten 



<l/|rfi resp. ]/!yJ sind. 



Die einfachen geometrischen Deutungen, welche fQr die Begriffe 
und Sätze des imaginären Zahlkörpers sich aufstellen lassen, sind 
wesentlich geknüpft an die geometrische Darstellung der komplexen 
Größen und an die einfache Art, wie die Grundoperationen mit kom- 
plexen Größen sich geometrisch ausführen lassen. Bekanntlich be- 
ruht diese Einfachheit darauf, daß man jede komplexe Zahl a + Y— 1 h 
auf die Form re^^~^^ = r (cos q> + ]/— 1 sin 9) bringen kann, und daß da- 
her die Multiplikation yon zwei komplexen Zahlen auf die Multiplikation 
der reellen absoluten Beträge oder Radienvektoren r, r^ und die Ad- 
dition der Neigungen 9, q>^ hinauskommt. 

Für einen reellen Körper Ic (ym) [wobei zunächst wieder m ^ 1, (4) 
sei] kann man in analoger Weise ein Gitter der ganzen Zahlen kon- 
struieren. Man legt hierzu ein rechtwinkliges Koordinatensystem zu- 
grunde, auf dessen x- Achse die Länge 1, auf dessen ^-Achse die Länge 
yirn als Längeneinheiten gewählt sind und stellt jede Zahl des Körpers 
a -{-}) Ym durch einen Punkt mit den Koordinaten (a, b) dai*. Dann 
gilt zwar der Satz: Gitterpunkt ± Gitterpunkt gleich Gitterpunkt; 
aber die Multiplikation zweier Gitterpunkte ist überhaupt nicht defi- 
niert. Wenn man ferner irgend ein Ideal, wie es früher geschah, 
durch ein Gitter darstellt, so kann im elementaren Sinn yon einer 
Ähnlichkeit der Gitter aller Hauptideale oder aller Ideale einer Klasse 
nicht mehr die Rede sein. 

um für die reellen Körper die geometrischen Deutungen und 
die daraus sich ergebenden Resultate in Übereinstimmung zu bringen 
mit den Sätzen für den imaginären Körper, benützen wir einen Ge- 
danken, den Herr Klein ^) wohl zuerst zur Betrachtung der Punkt- 
gitter benützt hat: wir setzen an die Stelle der elementaren Maß- 

1) F. Klein, 1. c, S. 60 ff. und spez. 71. 
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bestimmung für Strecken und Winkel, welche die Euklidische MaB- 
bestimmung heißt, eine andere passend definierte pseudomelrische 
Maßbestimmung. 

Es handelt sich dabei um Definitionen, die sozusagen in die 
elementare Geometrie eingelegt sind, damit man ein geometrisches 
System ohne Widersprüche erhält. 

Wir betrachten das Punktgitter der ganzen Zahlen des Körpers 

1c(yiln\ dessen Konstruktion oben schon angegeben wurde. Den Be- 
trachtungen liegt also ein gewöhnliches rechtwinkliges Koordinaten- 
system zugrunde, mit dem Ursprung und den Einheiten 1 und Ym 
für die Achsen. Nun definieren wir für dieses System: 1.) die Ent- 
fernung zweier Punkte, 2.) den Winkel zweier Geraden, 3.) den Inhalt 
einer endlichen geschlossenen Figur. 

1.) Sei a?, yYm oder {x, y) ein Punkt P des Punktgitters und 
der Punkt (0, 0), so definiere die Gleichung: 

r ^ + )/ip* — my* 

die Entfernung OP. 

Alle Punkte, welche von die Entfernung r == 1 haben, erfüllen 

daher die Gleichung: 

1 = ic* — my*, 

sie liegen auf einer reellen Hyperbel, deren reelle Achse in der 
a;-Achse liegt und die Länge 2 hat. Diese Hyperbel heißt die Eich- 
hurve für die Maßbestimmung. Auf jeder Geraden durch den Ur- 
sprung definiert sie nämlich eine (besondere) Längeneinheit, die 
dann für die ganze Erstreckung dieser Nullpunktsgeraden die Strecken- 
einheit (die Maßzahl) darstellt. Die Hyperbel entspricht dem Kreis 
rc* -f- y* = 1 der elementaren Maßbestimmung. Alle Punkte, welche 
auf einer von den zwei Asymptoten der Hyperbel: 

X — Ymy = 0, X + Ymy ~ 

liegen, haben vom Nullpunkt die Entfernung 0, denn für irgend einen 

Punkt dieser Asymptoten ist r =ya;*— wy*= 0. Die Asymptoten 
nehmen in der neuen Maßbestimmung eine ganz eigenartige Stellung 
ein, sie entsprechen den Linien x ± V— ^1 y = der elementaren Geo- 
metrie. Wegen der fundamentalen Eigenschaft, daß irgend zwei Punkte 
einer Asymptote die Entfernung besitzen, ist auf sie der Name 
Minimalgeraden übei-tragen worden, der auch für die Geraden: 

x + Y^~ly=^0, x^y^ly^O 
in der gewöhnlichen Geometrie gebraucht wird. 
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Alle Punkte^ welche innerhalb der Asymptoten liegen, haben 

reelle EntfemuDgen von 0. Dagegen ist für die Punkte x, yYin, 
welche nicht im selben Winkelraum der Asymptoten wie die Hyperbel 
gelegen sind, a^ — my^ negativ, also r imaginär. Für diese imaginären 
Entfernungen von kann man aber doch die reelle Hyperbel 

rc* — wy* = — 1 

als Eichkurve benützen, wenn jeder MaBzahl noch der Faktor i =« Y— 1 
beigefügt wird. 

Seien femer Xy y Ym und x^, y^ Ym zwei beliebige Punkte, so 
setzen wir für ihre Entfernung r die Gleichung an: 

r^+ y(x-Xiy-m(y~^y,y. 

2.) Um die Neigung des Radius OP gegen die rr- Achse zu be- 
stimmen, gebraucht man einen Kunstgriff. Die Ereisfunktionen, die 

bei den komplexen Größen a + V^—^T b zur Verwendung kommen, 

werden durch die hyperbolischen Funktionen ersetzt, so wie in der 

Langenbestimmung die Hyperbel an die Stelle des Kreises getreten ist. 

Wir setzen: 

X + yYm = r(ch 9 + sh 9), 
oder getrennt: 

a? = r ch 9, 

und definieren den so bestimmten Winkel q> als die Neigung des 
Radius OP gegen die o;- Achse. 

Der Deutlichkeit wegen mögen die Definitionsgleichungen für 
die hyperbolischen Funktionen und die fundamentalen Relationen 
zwischen denselben hier angefahrt werden. Es ist: 
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die Formeln: 
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Femer ist: 












ch 9 + sh 9 =* 


efP, 


ch <p 


-8h 


9 = e"^. 



Hieraus folgt für die Multiplikation und Division: 

(ch 9 + sh 9) (ch 9i + sh 91) =- ch(9 + 9^) + sh(9 + 9^, 
(ch 9 + sh 9) (ch 9i — sh q>^ = ch(9 — 9^) + sh(9 — 9^), 
(ch 9 — sh 9) (ch 9i — sh 9^) ^ ch(9 + 9^) — sh(9 + 91), 
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und: 



(ch 9 + sh 9?) 
(ch <jp + sh 9?) 
(ch (p — sh ff) 



(ch 9i + sh 9?i) « ch(9? — yj + sh(9 — yj, 
(ch g?i — sh 9?i) = ch(9 + yj + ßh(9> + ^pj, 
(ch 9?j — sh 9i) « ch(9? — gji) — sh(9> — (p^). 



Nach diesen Formeln bietet also die Multiplikation zweier Zahlen 

^ + yV^ = ^(ch 9? + sh y) und x^ + y^ V w = ^^(ch y + sh 9?) eine 
vollkommene Analogie dar mit der Multiplikation komplexer Zahlen. 
Zur expliziten Bestimmung der Neigung q> des Radius OP hat 
man die simultanen Gleichungen: 

X + y yin == refP, x — y }/m =» re~y, 
oder: 

a? — yym 
daher ist: 

Der Ableitung nach, da ^v^^v'^^^^V^ ist, ist fp nur mod 
(« ]/— 1) bestimmt. Unter Log soll der (reelle) Hauptwert des Loga- 
rithmus naturalis des Quotienten " ^ verstanden werden. Als- 

X — yy^ 

dann ist noch eine Unterscheidung zu machen zwischen den Radien 
OP, die in dem Raum Bmschen den Asymptoten der Hyperbel cf — my* 
=» 1 verlaufen, und denjenigen Radien, die außerhalb dieser Asymptoten 
verlaufen, also die Hyperbel nicht schneiden. 

Im erstem Fall ist a;* — my^ > 0, oder die Norm der Zahl 

X ^y Ym positiv, also r reell. Dann ist 

q> - iLog-^-^ = iLog-7- ^V-^ ^ 
X — yym n\x — yV^/ 

oder 9 ist ein reeller Winkel. 

Im zweiten Fall ist a? — my^ < oder n{x + y Vm) negativ^ 
dann ist: 

^ = ^Logifti^l)* = iLog r- (; + ylg)n + ^Log (- 1), 
n\x — yy'm,) L n\x — yym)A 

also: 

9?«(9j) + ^t;r. 

Der Winkel 9 ist also eine komplexe Oröße, indem nun hier 

und im folgenden i « ]/— 1 gesetzt werden soll. 

Als Winkel zweier Radien OP und OP^ definieren wir die 
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Differenz der Neigungen y — g^i, indem wir dem Winkel ein be- 
stimmtes Vorzeichen ± beUegen nach einem einmal angenommenen 
RichtungssimL Zwei Radien, welche durch eine der beiden Asymptoten 
getrennt sind, schließen einen komplexen Winkel ein^ während zwei 
Radien, die nicht durch eine Asymptote getrennt sind^ einen reellen 
Winkel einschließen. 

Aus der Formel für q> folgt, daß jede Asymptote: x ± y)/w=»0, 
mit der o;- Achse sowohl als mit einem beliebigen Radius OP einen 
unendlich großen Winkel einschließt. 

3.) Die Flächeninhalte definieren wir so, daß wir ein Quadrat 
mit der Seitenlänge 1 im elementaren Sinn als Flächeneinheit wählen. 
Die Flächeninhalte berechnen sich also nach der gewöhnlichen Vor- 
schrift der elementaren Geometrie, bezw. der Integralrechnung. 

So hat beispielsweise das Parallelogramm mit den Ecken 0, 

a + bYm, (a + aj + (6 + ii)Vni, a^ + b^Ym den Inhalt: 



f- 



(a6i-ai&)Vw, 



a 6 Ym 

und insbesondere hat eine Masche in dem Gitter der ganzen Zahlen 

des Korpers, das auch weiter Orundgitter heißen soll, den Inhalt )/m. 
Nach diesen Festsetzungen ist zunächst klar,' daß für die Punkte 
des Grundgitters wie für die Zahlen des Körpers die Fundamental- 
sätze über die Grundoperationen der Addition, Subtraktion, Multi- 
plikation und Division gelten. Unter dem Produkt zweier Gitterpunkte 
ist dabei zu verstehen: Addition der Neigungen der zugehörigen Radien 
und Multiplikation der zugehörigen Radienvektoren r-r^. 

Ein Hauptideal (a) ist natürlich dargestellt durch ein Punkt- 
gitter, das aus sämtlichen durch a teilbaren Gitterpunkten des Grund- 
gitters besteht. Die Darstellung des Ideals (a) durch irgend eine 

Basis, z. B. a, al/m: 

(a) — (a, a^w, ax + ccY^y), 

wo Xj y reelle ganze rationale Zahlen sind, zeigt, daß dem Gitter 
wieder unendlich viele Parallelgitter eingeschrieben werden können. 

Man erhält das Panktgitter (a), indem man jeden Gitterpunkt 

des Grundgitters mit a multipliziert. Sei nun a = a -|- 6 }/»! = ae/^ 

und X + yY^ = ^^ ßüi beliebiger Punkt des Gitters, so ergibt sich 
für das Produkt dieser beiden Punkte: 
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X + TYm ^ax + hmy + (fca? + ay)Ym = are(^+v>, 

und hieraas folgt der Satz: 

Jeder Gitierpunkt von (a) geht aus einem scidten des Grundgü^ers 
hervor durch eine Drehung des Badiusvektors des letztem um den 

Winkel a und eine Streckung im Verhältnis a : 1. Oder man kann 
sagen: 

Das Pnnktgitter (a) hangt mit dem Pnnkl^tter des Körpers 
durch eine Substitution zusammen: 

X =- aa; + hmy 

< 

T ^bx + ay 

mit der Transformationsdeterminante a^ — b^m = ö*. 

In dem eben ausgesprochenen Satz ist das Wort ^^rehnng^' in 
einem weiteren Sinne genommen als gewöhnlich. Dies wird schon 
dadurch nahe gelegt, daß diese Drehung in einer affinen Trans- 
formation enthalten ist, und diese Transformationen unterscheiden 
sich sehr wesentlich, je nachdem die Transformationsdeterminante 
positiv oder negativ ist. In der Tat^ ist ö* positiv, so ist in unserem 
Satz der Winkel 

reell zu nehmen, und wir haben es nur mit einer gewöhnlichen 
Drehung zu tun. Ist aber ö^ negativ, ä also imaginär, so ist: 



^ 1 • I IT r (a+hym)*] 

a = \%% + ^Log [^- ^,/ ' J 



ein komplexer Winkel, und zwischen Anfangs- und Endlage des 
Radius ist eine Asymptote gelegen. Man kann diese uneigentliche 
Drehung auffassen als die Kombination einer eigenÜichen Dretiung um 

den reellen Winkel -J-Log — y?L^-Y—L I wobei der Radius aus einem 

Winkelraum der Asymptoten nicht heraustritt, und einer Spiegelung an 
einer Asymptote. 

[Indem man einen Radius OP^ sucht, der mit einem andern 
OP den Winkel '\i% einschließt, hat man geometrisch denjenigen 
Strahl im Büschel zu bestimmen, der zusammen mit OP die 
Asymptoten harmonisch trennt.] 

Zur Erläuterung diene beistehende Figur die dem Körper kiyiS) 
mit der IQassenanzahl A » 2 entspricht. 
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Aus den Punkten 0«0, a — 1, b = l +YiÖ, c =yiÖ gehen 
för das Punktgitter (cc) =» (l + ]/IÖ) die Gitterpunkte hervor: 

= 0, «-1+yiÖ, 95 = 11+2^10, 6-10+)/IÖ. 




Fig. 4. 

Durch Benützung unserer Formeln erhalten wir f&r den 
Winkel, den 

021 mit der o; -Achse einschließt, q>% = ^Log "*" y_ 



0» 



06 



w 



99 



79 



99 



» 



» 



W 



» 



9>» ** i Log 
9« "il'Og 



n+_2j/iö 
11 — 2ylö 

lo + yiö 



10 — yio 

und finden schließlich <^ 21 OS = \ Log — 1 — ^ a Oc. In analoger 
Weise berechnen sich die Winkel 02133 =» Oab, 21836 = abc und 
9960 »bcO. Da zudem das Verhältnis besteht: 

02t : 06 =- y=^ : ^90 - >/=^l : ]/l0, 

Oa : Oc = 1 :y=TÖ - 021 : 06, 

so sind im Sinne der getroffenen pseudometrischen Maßbestimmung 
die Figuren Oabc und 021936 als ähnlich zu bezeichnen. 
Etwas erweitert lautet das eben erhaltene Resultat: 
Das Gitter (a) ist dem GrundgiUer ähnlich und geht aus diesem 

hervor durch eine Drehung um den Winkel a = 4- Log - — ^^- und 

a — byrn 

eine Vergrößerung im Verhältnis ä : 1. 
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Genau wie im Falle des imaginären Körpers beweist man anch 
für das Pnnktgitter (a), daß man unendlich viele yerschiedene 
Parallelgitter in dasselbe einlegen kann und daß irgend zwei dieser 
Parallelgitter durch eine affine Transformation mit der Determinante 
± 1 ineinander übergeführt werden können. 

Um indessen die Struktur eines Punktgitters (a) wirklich zu 
kennen, müssen wir hier eine besondere Behandlung der geometrischen 
Deutimg der Einheitsideale des reellen Körpers einfügen. 

Es ist früher bewiesen worden, daß in einem reellen Körper stets 
unendlich viele Grundeinheiten vorhanden sind. Die Bilder derselben 
liegen auf der Eichkurve und es entspricht speziell der Grundeinheit 
derjenige Einheitspunkt, welcher unter allen Einheitspunkten die 
kleinste Neigung besitzt. 

Wir setzen zuerst voraus^ daß € eine Einheit des Körpers k{Ytn) 
ist, mit der Norm n(s) ^ + 1. Das Punktgitter (e) besteht einfach 
wieder aus allen Gitterpnnkten des Körpers. Nach der Darstellung 
des Ideals (a) andererseits geht das Punktgitter (s) aus dem Punkt- 
gitter des Körpers durch eine Drehung um den Winkel 

« 

a — y /» 

hervor, weil 6 =- w(£) =- + 1 ist und daher eine Dehnung nicht vor- 
genommen wird. Ebenso erhält man aus dem Punktgitter des Körpers 
das Punktgitter (£*), wobei k eine ganze positive oder negative Zahl be- 
zeichnet, durch eine Drehung um den Winkel k Log {a + b )/m) und das 

Punktgitter (— «*) durch eine Drehung um k Log (a + 6 Ym) + i%. 
Weil aber die Punktgitter (± «*) mit dem ursprünglichen Punktgitter 
immer wieder identisch sind, so läßt sich die Existenz der unendlich 
vielen Einheiten des Körpers durch folgende geometrische Deutung 
umschreiben: 

Das Punktgitter der ganzen Zahlen des redien Körpers Ä;(}/m) 
hat die Eigenschafty durch eine Drehung um ein beliebiges (bis unendlich 

großes) ganzes Vielfaches des Winkels s, also um ke oder auch um 

ix + ks, in sich selbst überzugehen. Bei dieser Drehung bewegen sich die 
Einheitspunkte auf der Eichkurve und ein beliebiger Punkt auf einer 
zur (eigentlichen oder uneigenUichen) Eichkurve ähnlichen Hyperbel 
a^ — my* = C. 

Das Punktgitter eines reellen Körpers hat also ganz analoge Eigen- 
schaften wie etwa ein reguläres Polygon, oder doch wie ein in einen 
Kreis eingeschriebenes Polygon mit gewissen Symmetrieeigenschafien. 
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Ferner sei s eine Einheit des Körpers fc(|/»i), deren Norm 
gleich — 1 ist^ dann bleibt natürlich die Behauptung richtige daß das 
Punktgitter («) identisch ist mit dem Punktgitter des Körpers. Es 
geht aus diesem letzteren hervor durch eine, jetzt uneigentliche; 
Drehung um den Winkel: 

t- iLog ^J^ = hog{a + iVm) - iLog(- 1) 
a — oym 

= — ^isr + Log(a + 6)/w); 

d. L durch eine Drehung verbunden mit einer Spiegelung an einer 
der Asymptoten ; womit eine gleichzeitige Verwandlung der Radien? 

Vektoren im Verhältnis Y^ 1 : 1 verbunden ist. 

Das Punktgitter (- «) ist nur durch eine Spiegelung am 
Punkt von dem Punktgitter (ß) verschieden. 

Das Punktgitter (s^) geht aus dem ursprünglichen Gitter durch 
eine eigentliche Drehung hervor. Bei der Untersuchung der Einheits- 
gitter sind also die Einheiten £'*+' und a'* zu unterscheiden, übrigens 
aber läßt sich allgemein der folgende geometrische Satz formulieren: 

Wenn der reeUe Körper ä(V^ eine Grundeinheit € mit der 

— +1 
Norm — 1 enthält, und wenn e =^ie^ * gesetzt wird, wo nun s^ ein reeller 

Winkel ist, so geht das Funktgitter der ganzen Zahlen des Körpers 

durch eine Drehung um den Winlcd e^ und eine darauf folgende 
Spiegdung an einer Asymptote der Eichkurve in sich über. 

Die beiden eben angeftihrten geometrischen Deutungen erläutern 
die Bedeutung der Sätze über die Einheiten für den quadratischen 
Körper und machen das Interesse für den Unterschied der positiven 
oder negativen Norm der Grundeinheit verständlich. 

Die Kenntnis der Einheiten des reellen Körpers ist analytisch be- 
trachtet die Kennbiis aller linearen Transformationen mit ganzzahligen 

Koeffmenten 

X = aa; + bmy, 

T^bx + ay, 

durch wdche das Punktgitter des Körpers in sich übergeführt wird. 
Denn es ist klar, daß alle Transformationen dieser Art die Deter- 
minante ± 1 besitzen. 

Für die imaginären Körper, mit Ausnahme etwa von k (]/— 3), 
ist die Aufsuchung dieser Transformationen eine triviale Aufgabe. 

Der Körper k (y— l) liefert ein Qrundgitter, welchem ein Parallel- 
gitter mit quadratischen Maschen eingelagert werden kann. Dieses 

S ommer, Zahlentheorie. 16 
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Gitter geht dnrch Drehung um 90^ und Spiegelung an den Winkel- 
halbierenden der Achsenwinkel in sich über. Das gleiche Resultat würde 
natürlich auch die geometrische Deutung der Eigenschaften der Ein- 
heiten ±y— 1 ergeben. 

Es leuchtet nunmehr ohne weiteres ein, daß die Einheiten für 
ein Punktgitter (a) genau dieselbe Rolle spielen wie für das Zahlen- 
gitter selbst, denn es ist ja stets (a) — (as), D. k aber, die Einheiten 
Hefem alle Drehungen (eigentKche und uneigentliche) oder, analytisch 
gesprochen, alle Unearen Transformationen eines Punktgitters (a) 
in sich. 

Damit haben wir nun aber alle Punkte zur Sprache gebracht, 
in denen die reellen Körper andere Resultate liefern als die imaginären 
Körper. Die bisherigen Auseinandersetzungen zeigen, welche Zusätze 
bei der Deutung der Ideale reeller Körper zu den entsprechenden. 
Sätzen für imaginäre Körper noch zu machen sind. Wir dürfen ins- 
besondere auch eine gesonderte Behandlung derjenigen Körper, in 
welchen w = 1 , (4) ist, übergehen und können uns mit der An- 
führung des Schlußresultates begnügen: 

Satz. Ordnet man den gangen Zahlen eines redien Körpers die 
Punkte eines Punktgitters m, so entspricht jedem Ideal \ des Körpers 
ein Punktgitter ], welchem unendlich viele Paraüdgitter eingeschrieben 
werden können. Diese PardUelgitter werden durch affine Transfarmar- 
tionen mit der Determinante i 1 ineinander transformiert. Jedes Punkt- 
gitter läßt insbesondere unendlich vide Transformationen in sich au, 
weiche durch die Einheiten des Korpers gdiefert werden. 

Die Masche eines Gitters enthält Gitterpunkte des Grundgitters, 
die einem vollständigen Restsystem mod (]) entsprechen. 

Äquivalenten Idealen entsprechen ähnliche Gitter, so daß sich die 
sämtlichen Punktgitter auf h Klassen verteilen. Jede EHasse enthält 

mindestens ein Gitter mit einem Mascheninhalt < -7^' 



Vierter Abschnitt. 

Zahlkörper dritten Grades. 

In den vorausgehenden Eapitehi habe ich die Theorie des 
quadratischen Zahlkörpers mit einiger Vollständigkeit behandelt. Es 
lag dabei die Absicht zugrunde^ den Leser mit den Problemen aus 
der Theorie eines beliebigen Zahlkörpers bekannt zu machen. Aber 
der quadratische Zahlkörper ist doch so speziell, daß es meistens nicht 
empfehlenswert war, die Methoden der allgemeinen Eörpertheorie zu 
seiner Untersuchung zu benutzen. Es hätte das geradezu den Vor- 
wurf erwecken müssen, daß mit Kanonen nach Spatzen geschossen 
werde. 

Dem Zweck des Buches entsprechend, das als Einführung in 
die Lehre von den algebraischen Zahlkörpem dienen soll, will ich nun 
wenigstens anhangsweise noch einige allgemeinere Methoden für die 
Begründung der Idealtheorie anführen. Hierzu behandle ich den Zahl- 
körper dritten Grades, soweit dies ohne neue größere Schwierig- 
keiten möglich ist, nämlich mit Ausschluß 1.) der Reziprozitätsgesetze 
und 2.) der Einteilung der Klassen in Geschlechter. Es sollen aber im 
folgenden nur diejenigen Beweise ausführlicher erörtert werden, welche 
sich prinjsipieU yon den Beweisen entsprechender Sätze fär den quadra- 
tischen Zahlkörper unterscheiden. In einem weiteren Abschnitt will 
ich endlich noch den ungemein wichtigen und fruchtbaren Begriff 
des „Relatiykörpers^ erklären, an dem Beispiel eines Relativkörpers 
in Beziehung auf einen quadratischen Grundkörper. 

80. Orandbegriffe und Deflnitioneii. 

Die Begriffe des Zahlkörpere und der quadratischen Zahlen, die wir 
früher kennen gelernt haben, lassen sich ohne Schwierigkeit erweitem. 

Jede Größe a, welche die Wurzel einer irreduziblen algebraischen 

Gleichung m^ Grades mit rationalen Koeffizienten ist, heißt eine 

algebraische Zahl. 

16* 
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Adjungiert man diese algebraische Zahl a den rationalen Zahlen 
und führt nun in diesem dorch a erweiterten ZahLsystem die Orond- 
Operationen der Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division 
beliebig oft aus, so erhält man einen neuen Bereich algebraischer 
Zahlen oder ZaJdkörper. Derselbe besteht, anders ausgedrückt, aus 
den samtlichen ganzen und gebrochenen rationalen Funktionen von a 
mit rationalen Koeffizienten. Der Zahlkörper hat folgende Funda- 
mentaleigenschaften, die als Definition desselben gelten können: 

1.) Die Summe oder Differenz irgend zweier Zahlen ist wieder 
eine Zahl des Zahlkörpers. 

2.) Das Produkt oder der Quotient ii^end zweier Zahlen ist 
wieder eine Zahl des Zahlkörpers. 

Eine algebraische Zahl a ist eine gtmge algebraische Zahl, wenn 
sie einer Qleichung m^^ Grades genügt: 

in welcher a^, o,, . . . a^ game rationale Zahlen sind, während der 
Koeffizient von a^ gleich 1 ist. 

Wir gehen nun gleich zum Zahlkörper dritten Grades (auch 
kubischer Zahlkörper genannt) über. Bei einigen Beweisen der fol- 
genden Nummern benütze ich, z. T. ohne besondere Erklärung, ver- 
schiedene Sätze und Bezeichnungen aus der Algebra, wegen deren 
ich auf die Lehrbücher der Algebra yerweise. 

Es seien &, ^', -ö*" die Wurzeln der irreduziblen Gleichung dritten 

Grades: 

G (x) ^ x^ + a^x* + a^x + aj — 0, 

mit den ganzzahligen rationalen Koeffizienten a^, o^, o^, so sind &, 
^•'f d-'' voneinander verschiedene^ ganze algebraische Zahlen, die ins- 
besondere nicht rational sind. 

Die Zahlen d", ^\ %•" sollen hmjugiert heißen. Indem man der 
Reihe nach jede derselben dem Bereich der rationalen Zahlen ad- 
jungiert, erhält man drei verschiedene Zahlkörper mit den Zahlen 0, 
resp. 0' oder 0", die ebenfalls konjugiert heißen. Diese Zahlkörper mögen 
mit i('0"), AC-Ö"'), h{p") bezeichnet werden; dann geht z. B. Ä:(d'') aus 
dem Körper %(0-) hervor, wenn man in allen Zahlen des letzteren Kör- 
pers ^ durch %•' ersetzt, oder die Substitution 8 ^ S {P'id'') ausfuhrt. 

Satz. Die Zahlen des Körpers k{^) können in der Farm dar-- 

gestdU werden: 

e^a + bd' + c^, 

wo a, h, c irgend welche rationalen Zahlen bedeuten. 
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In der Tat besteht der Körper k^d-) ans den sämtlichen rationalen^ 
ganzen nnd gebrochenen Funktionen von d; und es ist daher irgend 
eine Zahl des Körpers darstellbar in der Form: 

wo fy /*! nun als ganze rationale Funktionen beliebiger örade^ etwa 
r und r^, mit ganzzahligen rationalen Koeffizienten vorausgesetzt werden 
können. Die Zahlen /"(d) und /i(^) sind hierbei von verschieden 
angenommen. Alsdann sind die beiden Funktionen f(x) und fi{x) prim 
zu G(x), (d. i. sie haben mit G{x) keinen Faktor G^ (x) = b^x* + b^x + &, 
gemeinsam). Denn, da G(x) eine irreduzible Funktion ist; so könnte 
f{x) resp. fi(x) nur durch G{x) im ganzen teilbar sein, und es wäre 
daher f{^) = resp. /i(^) = entgegen der Voraussetzung. 

Nach einem Verfahren, welches dem Euklidischen Teilerverfahren 
nachgebildet ist, kann man jetzt zwei ganze rationale Funktionen 
fi(x) und Gi(x) mit rationalen Koeffizienten, von den resp. Oraden 2 
und r^ — 1 so bestimmen, daß 

ausfällt. Mit Rücksicht auf die Gleichung G{d') » gilt danach die 
Gleichung: 

D. h. zimächst, daß jede Zahl des Zablkörpers durch eine ganze ratio- 
nale Funktion mit rationalen Koeffizienten darstellbar ist. Eine 
Funktion F(x) von höherem als dem 2*^ Grad kann aber stets auf 

die Form: 

F{x)^F,{x)-G(x) + G,(x) 

gebracht werden, indem man F(x) durch G(x) dividiert, nnd wobei 

nun Gi(x) eine Funktion höchstens vom zweiten Grade in Xy mit 

rationalen Koeffizienten bezeichnet, die sich als Rest bei der Division 

von F(x) durch G(x) ergibt. Wegen G{d) = ist aber Fid) = G^id). 

Daher repräsentiert: 

e^a + b^ + c»^ 

die aUgemeinste Form der Zahlen aus k^d), welche für spezielle 
Werte der Koeffizienten a, &, c die Zahlen des Zahlkörpers liefert.^) 

1) Ans der Darstellimg von 6 und der Tatsache, daß ^'-f- <e^', d'^" stets 
anch dem Körper h{d) angeboren, folgt, daß auch 6' -|- 0" und 6^6^' dem 
KOiper k(d) angehören, ebenso wie 6 selbst. 
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Hieraus folgt weiter: 

Irgend eine nicht rationale Zahl ß des Körpers k(d) genügt 
einer irreduziblen Gleichung dritten Grades mit rationalen Koeffizienten. 

Es braucht jedoch diese Behauptung wohl nicht besonders be- 
wiesen zu werden. Wir wenden nns gleich zur Untersuchung der 
ga/njsen Zahlen des Körpers. Für diese gilt der Satz: 

Satz. Die Summey Differenz oder das Produkt van irgend ewei 
ganzen ZaMen des Körpers k^d) ist wieder eine ganze Zahl desselben. 

Beweis, a und ß seien zwei ganze Zahlen des Körpers, dann, 
können wir jedenfalls schreiben: 

a == w + t?# + tod"*, 

/S = Wi + »i^ + Wi^*, 
wo Uy Vj Wj u^j Vi, w^ rationale Zahlen sind. Es genügen ^^ a^ ß 
bezw. den Gleichungen mit ganzen rationalen Koeffizienten: 

G{x) = a;« + a^x^ + a,rc + a^ = (1) 

x^ + Ay7? + ^,a: + ^ = (2) 

a:» + J?ia? + B^x -\-B^^Q, (3) 

Für die Summe a + i^ z. B. ist von Yornherein klar, daß sie einer 
Gleichung vom dritten Grad mit rationalen Koeffizienten genQgt. 
Denn die Koeffizienten der Gleichung: 

S{x) - [X - (a + /8)] [« - («' + /SO] [« - («"+ r )] = (4) 
lassen sich rational und ganz durch u, Vy w, u^, v^y w^ und die ele- 
mentaren symmetrischen Funktionen der ^, '&', 'O''^ nämlich a^y o^, a^y 
ausdrücken. Der Koeffizient von s? in S(x) ist gleich 1, man hat daher 
nur noch zu beweisen, daß die übrigen Koeffizienten ganze rationale 
Zahlen sind. 

Zu diesem Zweck bilde man zunächst die Gleichung neunten 
Grades: 

T{x) - [o; - (a + ß)] [rr - (« + /»O] [x^{a + O • • • 

\x - {a"+ ß)] [x - K+ ^] \x - {a"+ O -= 0. (5) 

In dem Ausdruck T{pc) ist alsdann der Koeffizient des höchsten 
Gliedes 1, alle übrigen Koeffizienten sind ganze rationale symmetrische 
Funktionen der a, a'y a' und ßy ß!y ß" und drücken sich daher ratio- 
nal und ganz durch die Koeffizienten der Gleichungen (2) und (3), 
d. h. durch die ganzen rationalen Zahlen A resp. Dy aus. Es sind 
also die Koeffizienten in T{x) auch ganze rationale Zahlen, und es 
wäre schon damit gezeigt, daß a + /} eine ganze Zahl ist. Jedoch 
kann weiter so geschlossen werden: 
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Die Funktion S(x) auf der linken Seite der Gleichung (4) ist 
ein Faktor Yon T(x)y oder T(x) muß in das Produkt zweier ganzer 
rationaler Funktionen S{x) und S^ix) zerfallen: 

T(x)==^8{x)'S^(x\ 

Weil nun die Koeffizienten von T(x) und S(x) rationale Zahlen sind; 
80 müssen auch die Koeffizienten von 8^{x) rational sein, und zwar 
ist der Koeffizient des höchsten Gliedes in Sj^(x) gleich 1. Es er- 
gibt sich dies aus der letzten Gleichung^ wenn man 

setzt. 

Nun folgt aus einem Satz von Gauß^), daß auch alle Koeffizienten 
in S{x) und 8i(x) ganze rationale Zahlen sein müssen, da ja die 
Koeffizienten in T{x) ganz sind. 

Damit ist aber der Satz fOr die Summe (und Differenz) irgend 
zweier ganzer Zahlen bewiesen. 

Für das Produkt zweier ganzer Zahlen treten an Stelle der Glei- 
chungen (4) und (5) die Gleichungen: 

P(x) ^{x- aß)(x - a'ß^){x - a"/3") « 0, (4a) 

Q(x) ^{x- aß)(x - aß')(x - aß") 
{x-aß){x-aß'){x-aß''){x-a'ß){x^a''ß')(x-a'ß'')^0, (5a) 

Im übrigen aber bleiben alle Schlüsse wörtlich dieselben wie oben. 

Durch wiederholte Anwendung des yorstehenden Satzes auf 3, 
4, . . . m Zahlen folgt die Richtigkeit der allgemeinen Behauptung: 

Satz. Jede ganze rationale Funktion von helid>ig vielen ganzen 
Zahlen des Körpers mit ganzzaUigen rcUionalen Koeffizienten ist wieder 
eine ganze Zahl des Körpers. 



1) Yeigl. z. B. H. Weber, Lehrbuch der Algebra, 2. Aufl. Brannschweig 
1898. B<L I, S. 98: 

Sind 9 (a?) = Ä^ + o, ÄJ*" - ^H h «m 

zwei ganze rationale Fnnktionen, in denen die höchsten Potenzen von x den 
Koeffizienten 1 haben, während die übrigen Koeffizienten rationale Zahlen sind, 
80 können in dem Produkt 

die Koefßzienten c^, e^, c^, * • * c^^n i^i^^t alle ganze Zahlen sein, wenn die 
Koeffizienten a, & in (p(x) und ifj{x) nicht alle ganze Zahlen sind. 
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Eine wiehtige Folgerung aus diesen Uberkgojigai ist die, duB 
Muier einer ganzen Zahl « aadi stets ut^' eine ganze ZaU des Kör- 

per« sein mn6. Denn es ist aa' ^^ -'^' eine ganze ZaU, nnd — ''- 

gefadrt dem ^^jSfrget K^) an. 

In einem der folgenden ESltze wird die Taisaclie benutzt: 

8it2L TTanf dite j^oN^ ZaU des ZaUkörpers l(&) eine raiicmale 

Zahl ist, 9o ist me guglei^ üne ganze raiianale ZakL 

Beweis. Der Beweis dieser Bdianptiing ergibt sich aas dem 

soeben zitierten Satz Ton 6auB, wenn man berQcksiditigt, daß die 

Oleicbnng 3^ Grades f&r die ganze rationale Zahl a zerfallbar 

sein maß. 



40. Die Diakrimtnante einer ganaen Zahl dea Körpers. 

Wenn a eine beliebige ganze Zahl des Zahlkorpers k^d) ist, so 
gelten folgende Bezeichnongen: 

Ij Die Zahlen a, a, welche aus a dadurch hervorgehen, daß 
man ^ durch %^j dann ^ durch %t" ersetzt, heißen konjugieii zu o. 

2.) Das Produkt der drei konjugierten Zahlen a, cf', a\ oder: 

n(a) — aa a" 
heißt die Norm der Zahl a, 

3.) Das Produkt: 

tf(a) — (« — «')(« — a') 

heißt die Differente der Zahl a. 
4.) Das Produkt 

d{a) - (a - aJia - «")*(«' - « 0* 



1 


a 


a» 


1 


t 
a 


a'» 


1 


a" 


a"* 



heißt die 2>t«Artmt>tan^ der Zahl a. 

Die Norm und die Diskriminante einer ganzen Zahl a sind ^atuse 
rationale Zahlen, sie gehören dem Zahlkörper an. Auch die Differente 
der Zahl a ist eine Zahl des Körpers, denn es ist: 

d(a) = a« ~ a(a + a") + a'a\ 

Ferner besteht zwischen der Diskriminante und der Differente einer 

Zahl die Beziehung: 

d(a)«-.n(d(a)). 
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Die Diskriminante der Zahl ^, welche den Körper k(d') bestimmt^ 
ist bekanntlich eine ganze rationale Funktion von a^, a^, a^. Diese 
Funktion verschwindet nicht, da G{x) als irreduzible Funktion vor- 
ausgesetzt wurde^ d. h. da G(x) ^0 keine Doppelwurzel besitzen darf. 

Aus der Algebra ist bekannt, wie man die Größe d(a) durch die 
elementaren symmetrischen Funktionen berechnet. Für d", welches 
eine Wurzel der Gleichung G(x) =^0 ist, ergibt sich: 

cl(ß-) = a^^a^^ + ISc^a^a^ — 4a^^ — ^a^^a^ — 27 Og*. 

Wenn insbesondere a^=^ ist, so bleibt fär d^d) der einfache Aus- 
druck übrig: 

d(d) 4V--27a3^ 

Die Diskriminante einer rationalen Zahl ist offenbar stets gleich 
Null. Falls umgekehrt die Diskriminante d(cc) einer ganzen Zahl a 
verschwindet, so ist diese Zahl rational. In der Tat, wenn d(a) » 
wird, so ist a »" a' » a usw., oder man kann zwei rationale Zahlen &, c 
so angeben, daß a* + 6a-|-c = wird. Dies ist aber nur möglich, 
wenn a rational ist. Jede nicht rationale Zahl a des Körpers genügt 
einer irreduziblen Gleichxmg dritten Grades. 

Im Falle die Diskriminante der Zahl '&, welche den Körper 
bestimmt, positiv ist, sind alle Wurzeln der Gleichung G(x) ^0 
reeU; die drei konjugierten Körper lc(d')y i('9-'), k^d"") enthalten als- 
dann nur reelle Zahlen und sollen reeUe Körper heißen. 

FaU8 aber die Diskriminante d(^) negativ ist, besitzt die 
Gleichung 6r(a:) » nur eine reelle und zwei konjugiert imaginäre 
(komplexe) Wurzeln. Einer der drei konjugierten Körper enthält 
dann lauter reelle Zahlen und ist ein reeller Körper, die beiden 
anderen Körper enthalten komplexe Zahlen und sollen imaginäre 
Körper heißen. 

Satz. Die Diskriminante jeder nickt rationalen ganzen Zahl eines 
ZaMkörpers vom dritten Grad ist stets verschieden von Null und von ± 1. 

Beweis. Die Diskriminanten aller von Null verschiedenen, nicht 

rationalen ganzen Zahlen eines Körpers besitzen dasselbe Vorzeichen. 

Denn ist: 

a ^ a^ + b^d' + c^d^, 

so ist nach dem Produktsatze für Determinanten: 

' d(a) ^ (b,c, ^ b^c,y • d{d'). 

Da der erste Faktor der rechten Seite stets positiv und von Null ver- 
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schieden ist^ so hat die Diskriminante d(a) einer jeden Zahl a das 
gleiche Vorzeichen wie d^d). 

Als ganze y nicht rationale Zahl des Körpers genügt a einer 
irreduziblen Gleichung dritten Grrades: 

x^ + u^x^ + ii^x + Wj = 0, (1) 

mit ganzen rationalen Koeffizienten. Entweder ist hierin u^ ^ 0, und 
es wird d(cc) « — 4mj^ — 27 Mg*, oder es ist u^ verschieden von Null, 
dann kann man die Gleichung (1) durch die Substitution: 

y^x + ^ oder x^y-^, 
auf die Form: 

y' + ^y + ^-o, (2) 

bringen^ in welcher U^y ü^ ganze rationale Zahlen sind. Hierbei ist 
CTj durch 3 und 17, durch 27 teilbar^ wenn t*^ durch 3 teilbar ist. 
Wenn dies der Fall ist, so hat d(cc) einfach wieder die Form — 4«^** 
- 27 Wj*^ Falls Ml ^ 0, (3) ist, so wird: 

d(«) = -4§'-27§; ^(^AU.'+U^), 

Wenn onn die Diskriminante einer ganzen Zahl gleich — 1 vor- 
ausgesetzt wird, so müßte daher eine der beiden Gleichungen: 

4m,» + 27 u.« - 1 (3) 

4tr,»+D,» =27 (4) 

fßr ganze Zahlen u, U bestehen, und folglich würde eine der beiden 
Kongruenzen: 

27 W3« -1=0, (4) oder U^^ - 27 = 0, (4) 

lösbar sein. Da dies aber augenscheinlich nicht zutrifft, so ist auch 
die Voraussetzung d(a) = — 1 nicht zulässig. 

Es kann aber auch nicht d(a) =» + 1 werden. In der Tat hat 
sich aus der Unlösbarkeit der Diophantischen Gleichung: ic* + y' = ;er* 
ergeben, daß die Gleichungen: 

y» - y ± i - 0, (5) 

die einzigen Gleichungen sind mit rationalen Koeffizienten und der 
Wurzelsumme Null, für welche die Diskriminante d(a) gleich + 1 
wird. Diese Gleichungen definieren aber keine ganzen algebraischen 

ms 

Zahlen. Es gibt auch keine Substitution j/ = a; + -y-, durch welche 
man aus der Gleichung (5) eine andere Gleichung: 
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mit lauter gangen rationalen Koeffizienten ableiten könnte^ wie man 
dnrch Einsetzen des Wertes für y in die Gleichung (5) sofort erkennt. 

41. Bio Basis des Körpers k(9'). 

Für die Darstellung der ganzen Zahlen des Körpers ist nun der 
folgende Satz von größter Bedeutung: 

Satz. In dem Zählkörper k^d) kann ma/n stets, und gwar auf un- 
endlich vide Weisen, drei ganze Zahlen (d^, a^, cd, so auswählen, daß 
jede heiiebige ganze Zähl des Körpers in der Form darstellbar ist: 

X(o^+ fffo^ + eto^y 

worin x, y, z ganze rationale ZaJden bedeuten. 

Beweis. Der Beweis zerfällt in zwei Teile. Man stellt zunächst 
die allgemeine Form auf, in welcher sich die ganzen Zahlen des 
Elörpers darstellen lassen^ und leitet dann daraus drei Zahlen der 
verlangten Art ab. 

Bezeichnen a^ b^ c ganze rationale Zahlen, so folgt unmittelbar 
aus dem Satz auf S. 247, daß die algebraischen Zahlen a + bd' + cd"^ 
ganz sind, da nach Voraussetzung ^ eine ganze Zahl des Körpers 
bezeichnet. 

Es seien nun a, b, c ganz allgemein, irgend welche rationalen 

Zahlen und 

a^a + bd' + cd^, 

so ist die Frage, welche Bedingung haben die rationalen Koeffizienten 
a, &, c zu erfüllen, damit a eine ganze Zahl des Körpers ist? Wenn a 
ganz ist, so sind auch die konjugierten Zahlen a\ a" ganz. Berechnet 
man nun umgekehrt a, b, c aus den 3 Gleichungen: 

a + bd' +cd'^ «a I 

a + bd'' + e^'^^cc , (1) 

dann erhalt man: 



a 



a 


* 


»' 


a 


»' 


»'* 


a" 


»" 


«•"» 


1 


» 


»' 


1 


»' 


»'* 


1 


»" 


»"» 



a 



^ ^« 



a ^' ^'« 



tt, 



»" »' 



1 » »* 



1 
1 






9^ 



1 » 9^ 
1 »' »'* 
1 »" »"* 



2 



(2) 



sowie ähnliche Ausdrücke für b, c. 
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Die rationalen Größen a, b, c lassen sich also darstellen als 
Brüche, deren Zähler und Nenner ganze rationale Funktionen der 
ganzen Zahlen a, a, a", d; %^y %'" sind. Die Nenner aller drei Größen 
a, &; c sind hierbei gleich d(^\ somit ganze rationale Zahlen, ebenso 
sind auch die drei Zähler selbst rationale und daher nach dem Satz 
auf S. 248 zugleich ganze rationale Zahlen. 

Anders ausgedrückt erhält man also das Resultat: wenn a^a 
•^-h^ -\- ci'^ eine ganze Zahl darstellt, so können die Nenner der 
Koeffizienten a, &, c nur solche Primfaktoren enthalten, welche auch 
in (2(d) aufgehen. Man darf a, by c stets in der Form annehmen: 

^^ d(fi)' ^^ d{») ' ^ "" d{») ' 

wo jetzt A, By C ganze rationale Zahlen sind. 

Aus der hiermit gewonnenen Darstellung der ganzen Zahlen: 

" W) — ^^^ 

ergibt sich nun die Bestimmung der Zahlen co^, cD|, <d^. Wenn man 
sich alle ganzen Zahlen des Körpers in der Form 

g + 6» + cd' 

d{») 

angeschrieben denkt (wo von jetzt ab a, hj c wieder nur ganze ratio- 
nale Zahlen bedeuten sollen)^ so gibt es jedenfalls unendlich yiele 
solcher Zahlen, in welchen der KoefGizient von ^^ nicht Null ist. Jede 

Zahl ~~^->7äT kann man zunächst in zwei Teile zerlegen. Divi- 
diert man d{%^) m a^ h, c und nimmt dabei den B>est A, bezw. B, 
bezw. C absolut genommen ^ | d{%) |, setzt also a^ a^ d{Ö) + A usw., 
so wird: 

dW a, + b,^ + €,»'+ -^^^f «1 + «, 

a^ und a sind ganze Zahlen des Körpers. Wir wollen im nächst- 

A -4- Rä -X- CA"^ 

folgenden unter den Zahlen cc = — ~d(^ ^^^ noch alle die- 
jenigen ganzen ZaMen verstehen, für welche die Koeffizienten Ay JS, C 
ihren absoluten Beträgen nach < | d(d-) \ sind (Gleichheit ausdrücklich 
inbegriffen). Ist C* der größte ganze gemeinsame Teiler aUer der 
Koeffizienten 0, mithin C* eine ganz bestimmte Zahl ^ 1, so exi- 
stieren im Körper auch ganze Zahlen von der Form: 

* A* + B*d' + C*»^ , .V 
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Sind nämlich a^y a^ ganze Zahlen von der oben gefundenen 
Form: 

^'^ d(^\ ^^^ ^ 



und ist ^ der größte gemeinsame Teiler der beiden ganzen rationalen 
Zahlen e^ und c^y so kann man zwei ganze rationale Zahlen u, v der- 
art bestimmen^ daß uc^ -{- vc^ ^ t ist und folglich 

wird. Die Zahl ua^ + voc^ ist aber ebenfalls eine ganze Zahl des 
Körpers, wenn a,, a^ ganze Zahlen sind. Kombiniert man in der- 
selben Weise, wie es eben mit a^y a^ geschah, die Zahlen 

"^ d{d') ' 

welche in endlicher Anzahl vorhanden sind, so kann man die Multi- 
plikatoren UyVyWy... stcts auf Yerscliiedene Weisen derart wählen, 
daß man eine ganze Zahl von der Form der Zahl cc* erhält, mit C* 
als einem bestimmten Koeffizienten von ^*, 

Die Zahl C* ist selbst ein Faktor von d(d)y denn nach Voraus- 
aussetzung befindet sich unter den Zahlen a auch die ganze Zahl &^^y 

fOr welche C ^ d{p) zu setzen ist. Bezeichnet femer ^ ^k^ 

irgend eine ganze Zahl des Körpers, so muß auch c ein Vielfaches 
von C* sein, weü c = c^d{%) + C ist 

Wir denken uns nun unter a* eine bestimmte ganze Zahl, indem 
wir außer C* auch Ä*, B^ als feste Zahlen voraussetzen, und schreiben 
(Dg anstatt a*. Dann kann jede beliebige ganze Zahl 

o + 6^ + ca-* 

oc =« — ' — i — 

auf die Form 

gebracht werden, wo eine ganze rationale Zahl 'und -^f^ — eine 

ganze Zahl des Körpers ist. 
Wir verstehen nun unter: 

wiederum nur diejenigen ganzen Zahlen, deren Koeffizienten ihrem ab- 
soluten Betrag nach ^ | d^d) \ sind. Operiert man dann mit diesen 
Zahlen ß genau ebenso, wie es vorhin mit den Zahlen a geschehen 
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ist; mid bedentet B^ den größten gemeinsamen Teiler der endlich 
vielen ganzen rationalen Zahlen B^y so folgt ^ daß der Körper h{&) 
stets gaaze Zahlen von der Form 

enthält. 

Seiner Ableitung nach muß auch B^ ein Faktor von d{%) sein, 

und falls -^^ör~ irgend eine ganze Zahl bedeutet^ so ist 6^ ein 

Vielfaches von B^. 

Es möge jetzt auch der Koeffizient Ä^ in der Gleichung (6) 
eine feste Zahl sein^ und für ß^ sodann Oj geschrieben werden. Dann 

läßt sich endlich jede Zahl ß = -^-^a\— ^ der Form j8 = -4^ + yo» 

darstellen, wo jetzt A^ und y ganze rationale Zahlen sind. 

Setzt man schließlich noch co^ « 1; dann entsprechen die drei 
Zahlen G>^y m^y io^ den Bedingungen des Satzes. Jede beliebige ganze 
Zahl a des Körpers läßt sich darstellen in der Form: 

a = XfD^ + yoJj + ^oJj- (7) 

Denn man kann zunächst z als ganze rationale Zahl so wählen, 

daß a — Z(Q^ die Form der Zahl ß in Gleichung (5) erhält. Sodann 
ist femer y als ganze rationale Zahl derart bestimmbar, daß 

eine rationale Zahl wird, daher kann y ^^ X(o^'=^ x gesetzt werden. 

Durch Zusammenziehung der drei letzten Gleichungen folgt die 
Richtigkeit der Behauptung. 

Man sagt, daß irgend drei ganze Zahlen des Körpers, welche 
dieselbe Eigenschaft besitzen wie cd^, (o^y (o^, eine Basis des KSrpers 
bilden. 

An Stelle der drei Zahlen (d^, w^y (o^ kann man natQrlich auch: 

c> = l, <^i-—ä(^^7 ^i dW) 

als eine Nonnalbasis so wählen, daß \B\, bezw. |C7|, |Ci|<|d(^)| 
sind, oder überhaupt den absolut kleinsten Werten von A^* in Gl. (6) 
usw. entsprechen, und wo der bequemeren Schreibweise wegen B^ — B{^ 
und Cg =« C* gesetzt ist. 

Bilden (o^, cd,, co, eine Basis des Körpers und w^*, (o^*, a^* eine 
davon verschiedene neue Basis, so bestehen zwischen diesen Zahlen- 
tripein Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten von folgender Form: 
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Ol*« OiiOj + a,,©^ + o^jcn 






c?) 



«u 


«11 «M 


a»i 


«M «1» 


a»i 


«M «M 



Da ferner auch umgekehrt die o durch o* in derselben Weise aus- 
druckbar sein müssen^ so gut för die Koeffizienten a^^^ die Beziehung: 



±1. 



Wählt man andererseits die a^^ als ganze rationale Zahlen dieser 
letzten Bedingung gemäß, dann erhält man durch die 3 Gleichungen (8) 
eine neue Basis. Weil die a^^ auf unendlich yiele Terschiedene Weisen 
der letzten Gleichung gemäß gewählt werden können, existieren un- 
endlich viele verschiedene andere Zahlentripel, die eine Basis des 
Körpers bilden. 



Der Wert der Determinante: 



CO« 



CO« 



CD, 



O. 



O. 



ff 



CO« 



ff 



(Of 



ff 



(9) 



heißt die Dishriminante des Korpers. 

Aus dem Multiplikationssatz fdr Determinanten folgt, daß die 
Diskriminante des Körpers Ici^) unabhängig ist von der speziell ge- 
wählten Basis. Nach der üblichen abkürzenden Schreibweise für 
eine Determinante, durch Nebeneinanderstellung der von links oben 
nach rechts unten gehenden Diagonalglieder, ist nämlich unter Vor- 
aussetzung der Gleichungen (8) zwischen den Zahlen o* und co: 

Die Diskriminante des Körpers ist eine ganze rationale Zahl. 
Sie ist ein gemeinsamer Teiler aller Diskriminanten der ganzen Zahlen 
des Körpers. Denn für eine beliebige ganze Zahl u gilt stets eine 
Gleichung: 

falls 1, a, a^ folgendermaßen durch die Basis ausgedrückt sind: 



1 — a; ©1 + y CD, + jef cDj 



(10) 
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Bezeichnen a>, o^, o^^ eine Normalbasis des Körpers, ist also: 

80 ergibt sich: 

Nachdem früher schon gezeigt worden ist, daß B^ und C, in 
d(&) aufgehen müssen, folgt aus der Gleichung (11) nochmals, daß d 
nur Faktoren besitzen kann, welche auch in d^d) aufgehen. 

B ^ C * 
Femer ergibt sich aus der Gleichung d =» ' |- , daß die Dis- 

kriminante des Körpers alle diejenigen rationalen Primzahlen sicher 
als Faktoren enthält, welche in der Diskriminante der Zahl d' za 
ungerader Potenz vorkommen. 

Stimmt die Diskriminante d des Körpers überein mit der Dis- 
kriminante der den Körper definierenden Zahl ^, und setzt man in 
dem Gleichungssystem (10) die Zahl ^ anstatt a, so wird (x, Vi; ^s) "^ ± 1 ; 
d. h. die drei Zahlen 1, d; d'* stellen selbst eine Basis des Körpers dar. 

Eine genauere Diskussion der Behauptung, daß d und -M ganze 

rationale Zahlen sind, ergibt, daß jedenfalls dann d » d^^) wird, wenn 
die Diskriminante d^d) alle Primfaktoren nur zur ersten Potenz 
enthält. 

Aus dem Satze über die Diskriminanten der ganzen Zahlen des 
Körpers, nach dem d(p) nicht gleich ± 1 werden kann, und mit 
Rücksicht auf die oben aufgestellte Basis eines Körpers Jciß^f folgt 
jetzt unmittelbar, daß die Diskriminante d des Körpers sicher dann 
verschieden von ± 1 ausfällt, wenn d^d") keine Quadratzahl ist. Wenn 
aber die Diskriminante d(d') eine positive oder negative Quadratzahl 
ist, etwa d(d') =» ± r*, so wäre nach dem Bisherigen nicht aus- 
geschlossen, daß d » ± 1 wird. 

Man könnte wohl noch durch eine direkte Methode, welche die 
verschiedenen möglichen Spezialfälle sonderte, den Nachweis führen, 
daß dies nicht eintritt. Es hat aber kein Interesse und ist unnötig, 
diesen direkten Beweis hier zu geben, da durch den Satz von Min- 
kowski über lineare Formen ganz allgemein der Nachweis für die 
Behauptung möglich ist, daß die Diskriminante jedes Zahlkörpers 
verschieden von ± 1 ist. 

Es wird dabei zuerst gezeigt, daß in jedem Körper eine «ganze 

Zahl a existiert, für welche | n(a) \ < |]/rf | ist. Da aber stets | n(a) \ ^ 1 
ausfällt, so folgt notwendig | (2 1 > 1. 
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Der Leser möge den verhältnismäßig kurzen Beweis dieses Satzes 
nachlesen bei Hubert, Ber., Kap. VI, § 18, S. 211. 

42. Die Bereohnnng der Basis des Zahlkörpers h(d). 

Die Aofstellnng einer Basis für den Zahlkörper dritten Grades ist 
nicht mehr so einfach wie für den quadratischen Zahlkörper. Man kann 
aber doch auf Grund der Sätze über die Diskriminanten der ganzen 
Zahlen der Eörperbasis eine Gestalt geben, aas welcher im speziellen 
numerischen Fall die wirkliche Basis unschwer selbst in Zahlen zu 
berechnen ist.^) 

Es sei zunächst wieder die Basis des Körpers: 

Weiter möge gesetzt werden: 

d{d) =» ± ji*'» . . . 2*'p/* . . .jp^, (did) ist stets verschieden von ± 1), 

wo die e, ... e beliebige ganze Zahlen ^ 0, ^ . . ./* aber nur die Zahlen 1, 
oder 2, ... 5 bedeuten sollen, so ' daß also die in d^d) etwa ent- 
haltene sechste Potenz einer ganzen Zahl abgesondert ist. Nun ist 
die Diskriminante der Basiszahl o^: 

weil d((o^) eine gansfe, von ± 1 verschiedene Zahl ist, B^ aber nur 
Primfaktoren aus d^^) enthält, so kann daher fOr B^ oiSenbar folgen- 
der Ausdruck gesetzt werden: 

Hierin ist h* entweder gleich ± 1, oder es bedeutet eine durch irgend- 
welche der Primfaktoren q, p teilbare ganze ZahL 

Damit wird aber: 

B + b*qi^*x . . . g5«p/i . . .p/^ 



weil nun: 



^1 ^ dW 



6-«i'^...(r«>iT6*^=^^^^ 



d{^) ± b,* 

eine ganze rationale Zahl sein muß, so ist auch B durch b^* teilbar. 

Folglich kann man die Basiszahl co^in der Gestalt: 

b + b*» 
^ q^'i . . . g« 



1) Die Resultate dieser Nummei sind als herrührend von Woronoj (siehe 
Fortschr. der Math., Bd. XXY, Jahrg. 1894) zitiert in der Dissertation von W. L. Reid, 
Tafel der Klassenanzahlen fOr kubische Zahlkörper. Gtött. 1899. 

Sommer, Zahlmtheoxle. 17 
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zugrunde legen. Berücksichtigt man nun wieder, daß anch xw^ + jfd^ eine 
ganze Zahl des Körpers ist, wenn x, y ganze rationale Zahlen sind, so 
folgert man weiter leicht, daß h* als eine Zahl vorausgesetzt werden 
muß, welche in q-^ . . . g* aufgeht, oder welche nur irgend welche der 
Größen ^i, . . ., ^ als verschiedene Primfaktoren enthält; denn man 
kann x, y so bestimmen, daß xV^ -\- yq^^ ...^ der größte gemeinsame 
Teiler von 6* und Qi^.-.q* ist. 

Aus der Gleichung Q'i*» . . . g^Oi — h*d' = &*.« = & folgt femer, 
daß auch b durch. Z^ teilbar ist. Wenn man daher Zahler und Nenner 
von h^ durch b* dividiert, erhält man schließlich für di,e Basiszahl ca^ 
die Form: 

bezw., wenn statt \ wieder b geschrieben wird: 

Hier ist D *= q{^ . . . ^ eine ganze rationale Zahl, welche selbst, ebenso 
wie ihre Primfaktoren minde^^ns zur sechsten Potenz in d{%) auf- 
geht. Falls d{%) überhaupt keinen Primfaktor zur sechsten oder einer 
höheren Potenz enthält, so ist D » 1 und man kann (q^^ d^ nehmen* 
Für den nächsten Zweck empfiehlt es sich, d{^) in der Form 

zu schreiben: __ 

d{^)^±jy.I), 

und die Basiszahl co. in der Form: 

Dann ergeben sich für die Zahlen (7, C^ und Cg nähere Bestim- 
mungen durch Kombination der ganzen Zahl: 

mit (Dg. Indem man Xj y als ganze rationale Zahlen geeignet wählt, 
kann nämlich zunächst Xfo^ ^ y^% ^ ganze Zahl so bestimmt wer- 
den, daß der Koeffizient von «O*^ ein Teiler Dg von D ist. Sei daher 
D^^jp^Dg, dann ist man stets berechtigt der Zahl cig die Gestalt: 

zu geben. 

Nach der Definition der Körperbasis gibt es drei ganze rationale 
Zahlen u, t;, U7, welche die Gleichung erfüllen: 

coj* =■ w -h vcöj -[- M?ajg, (2) 
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Daraus folgen ftr u, v, w und die ganzen Zahlen C> G^y D^ usw. die 
Beziehungen: 

ti;-D„ Ci-D,(+26-t;D), C ^ D.ih^-uD'- vbD), (2a) 

4 

oder eS; sind C, C^ durch D, teilbar: 

dahQr ergibt sich für oi| der noch einfachere Ansdrack: 

Die Wahl der Größen &, c, Cj in den Gleichuijgen (1) und (3) ist 
noch in weiten Grenzen willkfirlicb. Um diese Wahl einzuschränken, 
benützen wir nun die Tatsache, daß w^, (p^ ganze Zahlen sind und daß 
daher für b die Kongruenzen gelten müssen: 

36-a, =0,(2)) (4) 

36»-2ai6 + o, sO, (D») (5) 

i»-aib* + a,b + a,^0,(l)%. (6) 

{''ht ^y <h ^^^^ ^^ ganzzahligen Koeffizienten der Gleiclinng G(a;) = 0, 
welche die Zahl ^ definiert YergL 3. 244.) 

Wegen der ersten dieser drei Kongnienzen darf man an Stelle 

Yon a>| = "L auch jede der folgenden Zahlen als Basiszahl setzen, 

indem man gleichzeitig die Ausdrücke der Gleichung (2a) beachtet: 

Es sei 

°'x- '"-^+^ - (7) 

Wählt man femer in der Gleichung (2) anstatt der linken Seite 

All — /i 

(Dl* eine Zahl ©i* — — ^ — ^ t? — A; und berücksichtigt weiter die Kon- 
gruenz (4), so läßt sich k derart bestimmen, daß man für ii, t) Werte 
bekommt, für welche: 

wird. Schreibt man schließlich für c^ den Buchstaben J., dann hat 
man jetzt die drei Basiszahlen in der folgenden Form, in der nur A, 
B, 2)^ zu bestimmen Übrig bleiben: 

CD-1, ©1« g , cö, ^,j^^ ifi) 

17* 
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Bei Annahme dieser Basis wird die Körperdiskriminaate: 

d. h. das Quadrat von 2)^ muß in d(d) aufgehen. 

Als Bedingungen dafür, daß co^ eine ganze Zahl des Körpers ist, 
oder dafür, daß m^ + <d/ + ©i", miO^ + c5/(Di''4" o/'o^ und m^m^io^' 
ganze rationale Zahlen sind, erhält man drei Kongruenzen. Dieselben 
gehen aus den Kongruenzen (4), (5), (6) hervor, wenn man darin. 
h durch — A-\- (i^ ersetzt. Diese Kongruenzen werden aber teilweise 
umfaßt von denjenigen Kongruenzen, welche aussagen, daß m^ eine 
ganze Zahl des Körpers ist. 

Damit 0), + o/ + ^%' eine ganze rationale Zahl ist, muß: 

3(i4 - Ol)* 4- 2ai U - «i) + Oj = 0, (2>* A) 
sein. Durch eine einfache Rechnung ergibt sich femer: 

wobei G{£) ^ s^ + a^x^ '\' a^x + a^ ist (entsprechend der Bezeichnung 
in Nr. 39), und daher wird 

CDiOli (Dl . (0^(0^ ©, = — J9 2) 8 

Weil andererseits nach Kongruenz (3): 



// 






ist, so bleibt als Bedingung dafOr, daß cd^cDj'cd/' eine ganze rationale 
Zahl darstellt, die Kongruenz: 

übrig. Diese Kongruenz ist dann und nur dann erfüllt^ wenn: 

GiA-c^).^ {A - a;f+a,{A^a^y+a^{A - a^) + a, = 0, {P'D^^) 

ausfällt. Stellt man schließlich noch die Bedingung dafür auf, daß 
auch (D2C1/4- g}/(d/'-|- (d/'g}2 eine ganze rationale Zahl ist, so findet 
man: 

jedoch ist diese Kongruenz nicht neu, sie ist einfach das Produkt der 

Kongruenz (4), d. h.: 

3(^ - Ol) + a, = 0, (D), 

und der zuletzt aufgestellten Kongruenz: 

G{A-a^^O. (2>»Di*)- 
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Das Ergebnis aller bisherigen Betrachtungen läßt sich nnn 
folgendermaSen zusammenfassen: 

Die BcLsis eines ZaMkörpers h(9), der dwrck eine Wwrzd -9* der 
Gleichung G{x) «^ x^ + a^a? + a^x + a, — bestimmt wird, ist: 

Cö=l, Oj -^ , CD, ^^^ , 

WO mindestens D* und D^ in d{%) aufgehen und wo Ä, D, D^ ganze 
rationale Zahlen sind, für welche die folgenden Kongruenzen bestehen, 
(d. h. in gangen rationalen Zahlen lösbar sind): 

S{Ä ^a,) + a, = 0, (D) 
3{Ä - a,y + 2a,{Ä - aj + o^ - 0, (D'D,) 
(Ä - a,y + a,(Ä - a,y + a^(Ä - a^) + a, = 0, (i)«A'> 
Für den einen Faktor D in den Moduln dieser Kongruenzen 
könnte man noch weitere spezielle Angaben machen, doch will ich 
hier davon absehen und dies dem Leser überlassen. 

Als einfachstes Beispiel f£lr unsere Entwicklungen nehmen wir 
einen Korper ^(-9'), der durch eine Wurzel der Gleichung: 

G(x) « ic« + oj^ « 
bestimmt ist. 

Wir setzen voraus^ daß a, nicht durch die dritte Potenz einer Prim- 
zahl teilbar sei, und es bezeichne N das Produkt aller Primzahlen, 
welche die Zahl a, zur zweiten Potenz enthalt. Dann verbleiben für 
die Basis des Körpers k(d') die folgenden Möglichkeiten: 

1. Wenn a^ = 0, (3) ist, so ist: 

© — 1, (Oj^^&, (Dg = j^ ; 

2. Wenn o, ^ 0, (3), aber a^ = ±i2y oder a« = ± 4, (9) ist, so 
wird wieder: 

c = i, ©i^-ö«, og^-j^; 

3. Wenn a, = 1, (9) ist, so ist: 

a> = l, oi-a«, o, ^^ , falls JV= 1,(3), 

und 

«D - 1, (0, - «-, «,, - ^^±^?±*!, faUs N^-1, (3); 

4. Wenn a, = — 1, (9) ist, so ist: 
o = l, (Dj^-ö«, o, - — ^3jv^^ — , falls JV^ = 1 (3) 



und 



1, 0,, = ^, a>, i^-y+ jg! ^ feus i^^- 1, (3). 



; 
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In diesen Formeln ist N^l zu setzen ^ wenn die Zahl a^ gar 
keine Primzahl zur Potenz 2 enthält. 

Der Fall, daß a^ anch Primzahlen zur dritten (u]>d allgemein 
(3v ± l)ten) Potenz enthält^ läßt sich auf den spezielleren Fall zurü^^k- 
führen. Ist z. B. a^' =* 1?* . «s, so setze man x^py und folglich y* + a, 
= statt a;» H- Oj' = 0. 



48. Die Ideale des Körpers hiff) und ihxe Zerlegung. 

Die Division zweier ganzen Zahlen des Körpers ist wieder ganz 
ähnlich wie früher zu definieren. Eine ganze Zahl a heißt teilbar 
durch eine andere ganze Zahl ß^ wenn man eine ganze Zahl y des 
Körpers so bestimmen kann, daß: 

ist. Sieht man von solchen ganzen Faktoren der Zahl a ab, welche 
zugleich in 1 aufgehen, und die man kurz Einheiten nennen kann, so 
sieht man durch Übergang zu den Normen, daß eine Zahl a jedenfalls 
nur eine endliche Anzahl Yon verschiedenen Faktoren enthalten kann. 
Denkt man sich aber eine Zerlegung von ä so weit ausgeführt, daß keiner 
der Faktoren mehr zerlegbar ist, so stößt man auch für die kubischen 
Zahlen auf dieselbe Schwierigkeit wie im Gebiet des quadratischen 
Zahlkörpers: die Zerlegung einer ganzen Zahl des Körpers in unzer- 
legbare Faktoren ist im allgemeinen nicht eindeutig. 

Um wieder zu einfachen Zerlegungsgesetzen für den Körper zu 
kommen, führt man wieder Ideale ein, wie bieim quadratischen Körper, 
und man betrachtet den Körper als Inbegriff seiner Zahlen und 
Ideale. Wir brauchen nur die Betrachtungen von Abschn. 11, Nr. 9, 
S. 37 ff. zu erweitem. 

Definition. Ein Ideal ] heißt der Inbegriff (das System) von 
unbegrenzt vielen ganzen Zahlen des Körpers J;(^): 

mit der Eigenschaft, daß jede lineare E^ömbination >li a + ilj /J + A3 y H , 

der Zahlen a, ß, y, . . . mit irgend welchen ganzen Zahlen l^ 1%, ^, - • - 
des Körpers, wiederum dem System j angehört. 

An diese Definition schließen sich sogleich einige einfache Be- 
merkungen und Folgerungen an: 

1. Jedes Ideal enthält die Zahl 0. 

2. Ein Ideal enthält außer einer Zahl a immer auch die ganze 
rationale Zahl n(a), da aa^ eine ganze Zahl des Körpers k{d) is 



i 
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Es enthält also jedes Ideal auch unendlich viele ganze rationale 
Zahlen. 

3. Wenn ein Ideal eine Zahl a enthält, die in 1 aufgeht, so ent- 
hält es auch die 2iahl 1^ und das Ideal ist ^in Einheitsideal. 

4. Wenn in einem Ideal alle Zahlen «, ß^ 7 ' - • durch eine dem 
Ideal angehörige Zahl des Ideals, z* B. durch u^ teilbar sind, so heißt 
dasselbe ein Hauptideal und wird einfach geschrieben: 

i = («) 

Für die Ideale des quadratischen Zahlkörpers haben wir den Be- 
griff einer Basis aufgestellt und den Nachweis für die Existenz einer 
Basis geführt, unter Benutzung derselben Schlüsse und derjenigen, 
die zum Nachweis der Existenz einer Basis des Körpers führten, kann 
man auch für den erweiterten Begriff folgenden Satz beweisen: 

Satz. In jedem Ideal j des Körpers Jc{d) kann man auf unend- 
lich viele Weisen drei Zahlen Vi, ify i^^ so auswählen^ daß jede andere 
Zahl des Ideals in der OestaU darstellbar ist: 

i€0 Xf y, e ganze rationale Zahlen sind. 

Die drei Zahlen i^^ 4, ^3 bilden eine Basis des Ideals. 

Man kann insbesondere wieder eine Normalbasis im Ideal so 
wählen, daß: 

wird. Man schreibt ein Ideal, das durch seine Basis gegeben ist, am 
bequemsten in der folgenden Weise: 

oder 

Wählt man die ganzen Zahlen a^, so, daß (a^iOn^) ^ ± 1- 
wird, und dies kann auf unendlich viele Weisen geschehen, so bildet 
auch das Zahlentripel: 

^r*^ »n^i + (^rih + ^rzh (T "^ h 2, 3), 

wieder eine Basis des Ideals j, es gibt daher wiederum unendlich vide 
Zahlentripel im Ideal, die eine Basis des Ideals bilden. 

Überall nun, wo es sich um Teilbarkeitssatze für den Körper 
handelt, treten die Ideale an die Stelle der ganzen Zahlen des Körpers. 
Die Multiplikation und die Division der ganzen Zahlen, jedoch nicht 
die Addition,, lassen sich auf die Ideale übertragen, und zwar gelten 
wieder die folgenden Definitionen: 
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Definition. Sind a und 6 zwei Ideale des Körpers h(d), etwa: 

^ =" («1» ««; «8^ • • ')'> * =• ißu ßiy A? • • •); 

80 verstellt man unter dem Produkt der beiden Ideale a, 6 dasjenige 
Ideal c, welches aus dem System der Zahlen besteht^ das man erhalt, 
wenn man jede Zahl des IdeaJs a mit jeder Zahl des Ideals b multi- 
pliziert und außerdem noch die linearen Kombinationen dieser Produkte 
mit beliebigen ganzen Zahlen k^, ^; * • • ^^ Körpers k^d-) hinzufügt 

Und umgekehrt: 

Ein Ideal c heißt teilbar durch ein Ideal a, wenn man ein Ideal 
b des Körpers angeben kann so^ daß c =» a . 6 ist. 

Eine unmittelbare Folgerung dieser Definition ist offenbar die 
Tatsache: Wenn ein Ideal c durch ein Ideal a teilbar ist, so ist jede 
Zahl des Ideals c auch zugleich eine Zahl des Ideals a. 

Ein von (1) verschiedenes Ideal; welches nur durch sich selbst 
und Einheitsideale teilbar ist, soll wieder Primideai genannt werden. 
Mau muß in der Körpertheorie den Ausdruck Primzahl vermeiden, da 
Zweideutigkeiten entstehen könnten. Es kann ja sehr wohl eine ganze 
Zahl des Körpers als Zahl unzerlegbar sein, während das durch die 
Zahl bestimmte Hauptideal in weitere Faktoren zerfallt. 

Definition. Zwei Ideale a, b heißen äquivalent, wenn im Körper 
k(^) zwei ganze Zahlen a, ß existieren, so daß 

a a 

wird. 

Wir dürfen die Formulierung der Fundamentalsätze über die 
Äquivalenz (z. B.: Sind zwei Ideale einem dritten äquivalent, so sind 
sie es unter sich; u. A., s. Satz 1, 2 Nr. 16, S. 72) dem Leser über- 
lassen. 

Den Begriff der Äquivalenz benützt man wieder zur Einteilung 
der Ideale in Klassen: Äüe äquivalenten Ideale büden eine Klasse. 

Nach diesen Vorbereitungen kann man gleich zum Fundamental- 
satz über die eindeutige Zerlegbarkeit der Ideale übergehen. Ich 
folge dabei der zweiten von Herrn Hurwitz gegebenen Begründung 
der Idealtheorie. ^). 



1) A. Hurwitz. Nachr. von der kgl. Ges. d. Wissensch. zu GrÖtt. 1896. 
S. 823. Bei dieser Begründung dei Theorie der Ideale ist der Satz über die 
eindeutige Zerlegung der Ideale in Primfaktoren eine Folge der Endlichkeit der 
Klassenanzahl. Es ist dies eine äußerst merkwürdige Tatsache. Eine ganz 
gleiche Begründung, nur mit anderen Mitteln, hat zur selben Zeit P. Furtwängler 
entwickelt. Ibid. S. 381. 
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Hilfssatz. Eine ganze ZaJd a des Körpers mit endlicher Norm 
± a kann nwr in einer endlichen Äneahl voneinander verschiedener 
Ideale auftreten. 

Beweis. Es sei 

^ == («i; ««; «8, . . . a . . .), 
und a eine rationale Zahl des Ideals. Stellt dann co^ =-» 1^ <^2; ^8 ^^® 
Basis des Körpers dar, und ist i^ = i, l^ = t\ + tV^^®2> ^s ** ^2 + ♦2^*^®2 
+ H^^^s ^^® Normalbasis des Ideals, so sind i, ij^, . . . ^^^) ganze ratio- 
nale Zahlen aus dem yollen System der kleinsten Reste nach dem 
Modid a. Da nämlich mit a auch zugleich a<o^, ao^, a<o^ dem Ideal a 
angehören, so sind i, i^^^\ i^^^ Teiler der Zahl a. Weil femer die 
Zahl I i I nicht kleiner ist als die absoluten Beträge der übrigen Koeffi- 
zienten i^ bis i^^^^ so ist die Behauptung offenbar richtig. 

Indem man an Stelle der Koeffizienten i bis i^^') alle mög- 
lichen Kombinationen der Zahlen des kleinsten Kestsvstems nach a 
setzt, erhalt man eine endliche Anzahl verschiedener Systeme von 
Basiszahlen und yerschiedener Ideale a. 

Dieser Hilfssatz läßt ohne weiteres die Richtigkeit der folgenden 
Behauptung erkennen: 

Satz. Ein Ideal kann stets nur eine endliche Anzahl verschiedener 
IdeaUeiler besitzen. 

Man braucht außer dem vorausgehenden Hilfssatz nur die Be- 
merkung zu berücksichtigen, daß jede Zahl des Dividendus auch im 
Divisor vorkommen muß. 

Die Grundlage des Beweises für den Fundamentalsatz bildet aber 
nun der folgende zweite Hilfssatz: 

Hilfssatz. Die Anzahl der voneinander verschiedenen Idealklassen 
des Körpers k{d) ist eine endliche Zahl (jedes beliebige Ideal des Körpers 
ist mindestens einem Ideal äquivalent, das eine endliche rationale ganze 
Zahl enthält, deren Wert nur von der Diskriminante des Körpers ab- 
hängig ist). 

Beweis. Beim Beweis des Satzes ist es notwendig, die reellen 
und imaginären Körper zu unterscheiden. 

Es sei zunächst kid) ein reeller Körper und 

(^-(f^l7 «27 ««) 

ein beliebiges Ideal mit der Basis: 

«« = a<iG>i + a^jo, + a^^c)^ (für i = 1, 2, 3). 
Denkt man sich dann die Normen von allen Zahlen des Ideals a ge* 
bildet, so ergeben die absoluten Beträge dieser Normen eine Zahlen- 
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reihe^ iii welcher eine Zahl die kleinste ist; es möge v eine Zahl des 
Ideals sein^ welcher diese kleinste Norm zukommt. Nun behaupten 
wir: man kann stets eine endliche ganze rationale^ nur von der Dis- 
kriminante d des Körpers abhängige Zahl Ä angeben, von der Be- 
schaffenheit; daß Äa durch i teilbar ist, wenn unter a eine hdiAige 
Zahl des Ideals verstanden wird. 

In der Tat, bezeichnet a^ eine beliebige der drei Basiszahien, so 
kann man nach dem Satz yon Minkowski, S. 65, Tier ganze rationale 
Zahlen u, x, y^ e, die nicht sämtlich Null sind^ so bestimmen, daß 
die vier Bedingungen erfüllt werden: 



Hierbei bezeichnen x^, x,, Xj, X4 vier positive Größen, deren Produkt 
gleich der positiv zu wählenden Determinante der vier Formen ist: 



^ ^4- 



XiXjX3X4=-^n(t) 



®1 ®« ^8 

/ / / 
(9|^ dg (D3 

/^ // // 
»1 ^2 ^8 



±a,.n(t). 



Wählt man, was erlaubt ist, X4 = 2 1 a^ |, also | w | ^ 1 2 Y^ |, und 
setzt nun: 

80 ist j3 eine ganze Zahl, für welche: 

I ^03) 1 ^ «i«»«8 ™d wegen x^x^Xj = ^ | n(t) |, 
somit: 

l«(^)l<il«(OI 

ausfällt. /) ist eine Zahl des Ideals a, denn sie stellt eine lineare 
Kombination der Idealzahlen a^ und i mit ganzen Zahlen des Körpers 
dar, weil u und g}^x + o^y + (o^e ^ X ganze Zahlen sind. Femer 
kann u nicht gleich Null werden, denn A ist von Null verschieden 
und man erhielte die Ungleichung: 

\n{ß)\^\n{i)n{(x)^x -\- (D^y +^^e)\^^\n{i)\ oder \n{X)\^\', 

d. h. n{p^x + (o^y -\- o^z) wäre überhaupt keine ganze rationale Zahl. 
Diese Konsequenz widerspricht dem Satz über die ganzzahligen Funk- 
tionen ganzer algebraischer Zahlen, nach dem | n(A) | ^ 1 ist. 
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Nun ist aber i eine Zahl des Ideals mit dem kleinstmoglichen 
Wert der Norm |w(t)L also muß notwenäig n(^) = 0, folglich auch 
/? =» sein. Die Gleichung /J = 0, bezw.: 

a^u + Xv ^ 0, 

laßt sich aber so in Worten formulieren: Für jede der Zahlen a^ läßt 

sich eine ganze rationale Zahl |u|<|2y^| so bestimmen, daß a^u 
durch L teilbar ist 

Dieser Faktor u braucht nicht derselbe zu sein für alle drei 
Zahlen a^ und ist sicher nicht derselbe, für verschiedene Ideale a, a^ 
usw.; bezeichnet aber Ä das Produkt aller positiven ganzen rationalen 

Zahlen^ die kleiner sind als 2 \^d\j dann sind sicher die Produkte 
aller drei Basiszahlen a^^, 02, a^ mit Ä, d. h. Aa^j durch l teilbar, und 
folglich ist auch für eine ganz beliebige Zahl a des Ideals das Produkt 
A . a durch t teilbar. 

Unter Berücksichtigung der Bedeutung der Zahlen A, i gilt daher 
jetzt folgende Idealgleichung: 

{A)a =- {Aa^, Aa^, Acc^, Al, ...)-= ^(^i, ^, A,, ^, . . .) 
oder 

D. h.: ein beliebiges Ideal a des Körpers ist stets äquivalent einem 
anderen Ideal 6, welches die Zahl A enthält. Dabei ist A eine end- 
liche ganze rationale Zahl, wenn d endlich ist. ' Nach dem zuerst an- 
geführten Hilfssatz existiert nur eine endliche Anzahl verschiedener 
Ideale b, welche die endliche Zahl A enthalten. Folglich muß es 
möglich sein, im Körper eine endliche Anzahl h von Idealen 

derart zu bestimmen, daß jedes beliebige Ideal des Körpers einem und 
nur einem einzigen dieser h Ideale äquivalent ist. Oder: 

Die KlassenaneoM h eines reellen Körpers h{d') ist stets eine endr 
liehe ZaM. 

Es sei zweitens Jc^d) ein imaginärer Körper, und a, a^, a, l haben 
dieselbe Bedeutung wie vorhin im Falle des reellen Körpers, aber 
a^j a seien jetzt komplexe Zahlen. Dann sucht man wieder in dem 
Ideal a eine ganze Zahl: 

derart, daß |»(/5) j<|n(t) |, öder /5 = wird. Wenn a die zu der 
beliebigen komplexen Zahl a konjugierte, ebenfalls komplexe Zahl 
und a" die zu a konjugierte reelle Zahl bezeichnet, so erreicht man 
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das Ziel in der folgenden Weise: Man wendet den Satz Ton Min- 
kowski auf Tier lineare Formen: 



71 (^ + /»'), 

in der Art an^ daß 



yiTä 



iP - A r, 






7f(^;+^') 



^«1 






tt 



Yd 



iß-ß') <*! 

I ^«s 



wird, vro ß "• a^u + i(OiX + let^y + to»,« und Xi*XjX4 ■= 2 | ajn(t) | zu 
setzen ist. 

Indem man nun x^ = 4 1 a, | setzt und im übrigen wieder genau 
so verfahrt wie oben, erMlt man: 

*iS = i I «(0 1 

und 

\'(ß)\-\{{i(.ß+n)'+{~^(fi-io)']f 

=« «1^X3 < 4- 1 n(t) I . 

Daraus lassen sich dieselben Folgerungen ableiten wie oben^ und wir 
dürfen also den allgemein gültigen Satz aussprechen: 

Die KlassenanzaM h eines jeden Körpers k(^) ist eine endliche 
Zahl. 

Aus diesem zweiten Hilfssatz ergibt sich nun in der einfachsten 
Weise der Beweis des folgenden Satzes^ der dem Satz über die ein- 
deutige Zerlegung eines Ideals in Faktoren gleichwertig ist. 

Satz. Ist a ein beliddges NicMhauptideal des Körpers, dann Jcann 
man stets ein Ideal b angeben^ welches ebenfalls nicht Hauptideal ist, 
von der Beschaffenheity daß das Produkt a . 6 ein Hauptideal wird. 

Beweis. Sei a ein Nichthauptideal, so bilde man die aufeinander- 
folgenden Potenzen: 

a, a^ a*, . . . 

Nach dem zweiten Hilfssatz verteilen sich diese Potenzen auf eine 
endliche Anzahl Klassen^ und man darf als allgemeinsten Fall an- 
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nehmen, daß a*""^^ die erste Potenz ist, welche einem früheren Oliede 
der Reihe, nämlich a^, äquivalent ist Es sei also: 

oder 

(a)a'»+*i-(/J)a"», 
oder endlich: 

a'«+*i =. (A)a~ (1) 

wo €Cf ß ganze Zahlen des Körpers k(^) bedeuten. Dann ist zu zeigen, 
daß a^> ein Hanptideal gleich (A) ist. Dazu soll zunächst von der 
durch Gleichung (1) definierten Zahl X nachgewiesen werden, daß sie 
eine ganze Zahl des Körpers ist. 

Zu diesem Zwecke bemerke man zuerst, daß alle Zahlen des 
Ideals a"**^^ zugleich Zahlen des Ideals a*" sind, indem a*"*^^ aus a"^ 
durch Multiplikation mit a^ hervorgeht. Bezeichnet dann €^y cc^y cc^ 
eine Basis des Ideals a*", so ist Xc^ eine ganze Zahl, weil sie dem 
Ideal a"*"^^ angehört. Als Zahl des Ideals a"* läßt sich Xcc^ durch 
folgende lineare Kombination mit ganzzahligen rationalen Zahlen- 
koeffizienten darstellen: 

ebenso ist: 

Xcc^ = x^a^ + y^cCf + z^c^. 

Durch Elimination von ck^, o,, o, aus diesen drei Gleichungen 
erhalt man für X die Bedingung: 

X-^ A if-^ z^ 

x^ y^ — X z^ «-0. 

Weil hier die x^, y^, z^ lauter ganze rationale Zahlen bezeichlien, so 
erfdllt X eine Gleichung dritten Grades, in welcher alle Koeffizienten 
ganze Zahlen sind und gleichzeitig der Koefi&zient des höchsten 
Gliedes gleich 1 ist. X ist also eine ganze algebraische Zahl. 

Wenn jetzt femer ß eine beliebige Zahl des Ideals a^ ist, so ist 
ßo^y ßa^j ßa^ jedesmal eine Zahl des Idealprodukts {X)a^. Indem 
man jene 3 Zahlen durch die Basis Xcc^, Xcc^, Xa^ von (>l)a^ darstellt 
und a^y o,, a^ wieder wie vorhin aus den drei Gleichungen eliminiert, 

erhält man für y eine Gleichung dritten Grades mit ganzzahligen Ko- 
effizienten, woraus hervorgeht, daß -^ eine ganze Zahl des Körpers ist. 
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Jede Zahl ans a^ ist also durch l teilbar, somit auch a^ selbrt, oder 
es ist a^ » {X)\, Als Resultat erhält man daher, daß: 

ist, wo j ein Ideal des Körpers bedeutet. Die Idealgleichung: 

ergibt femer: 

oder da mit X dividiert werden darf: 

und aus dieser Gleichung folgt schließlich, daß das Ideal j auch die 
Zahl^) 1 enthält, sonach daß a*^ » {X) ein Hauptideal ist. 

Aus der Gleichung: 

a^ = (X) n^ 1, 

folgt jetzt femer: 

a*+Ai ^ a-a^ ^ a, a*+*» ~ a' usw.; 

es ist m. a. Worten in der ursprünglichen Annahme m » 1 zu setzen, 

und nach Voraussetzung müssen notwendig die Ideale a, a', a^~^ 

alle untereinander inäquivalent seiq. 

Ist nun a ein beliebiges Nichthauptideal des Körpers^ so ist 
b»a^~^ ein anderes Nichthauptideal Ton der gewünschten Eigen- 
schaft, daß ab ein Hauptideal wird. 

Auf Grund dieses Satzes beweist man jetzt, wie wohl nicht noch- 
mals näher auszuführen ist, der Reihe nach folgende Tatsachen: 

Satz. Sind a, b, c drei von NuU verschiedene Idecde, welche der 
Gleichung genügen: ac » bc, so ist auch a » b. 

Femer gUt die Umkehr ung eines oben ausgesprochenen Satzes: 

1) In der Tat ist jede Zahl des Produkts a"* { eine Zahl in a"*, nnd um- 
gekehrt. Schreibt man die Basis des Ideals \ mit tj, 4, £,, so kann man 
offenbar alle Zahlen des Ideals a*" darstellen in der Form: 

wo >l, , X,, 1, ganz beliebige Zahlen des Körpers kifit) und die «, y , » ganie 
rationale Zahlen sind. Da andererseits durch 

alle Zahlen in a"* darstellbar sind, so kann man die Zahlen X , x^ y , m stets 
so bestimmen, daß 

fßr t SS 1, 2, 8 drei zueinander prime rationale Zahlen darstellen, die dann dem 
Ideal \ angehören und aus denen durch geeignete lineare Kombination mitr 
ganzen rationalen Zahlen sich die Einheit bilden läßt, was zu beweisen war. 
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Satz. Wenn aUe ZaMen eines Ideals a in einem Ideal b vcr- 
kammeny so ist a teilbar durch b. 

Nach diesem Satz erhalten wir wieder als größten gemeinsamen 
Teiler jnoeier Ideale o, b dasjenige Ideal, das durch Vereinigung aller 
Zahlen aus a und b zu einem Ideal entsteht. 

Schließlich: 

Satz. FaUs das Produkt ab eiveier Ideale a und b durch ein 
Primideal p teilbar ist, und fäUs etwa a nicht teilbar durch p ist, so 
ist sicher b teilbar durch p. Oder: Wenn ein Primideal p in dem 
Produkt ab aufgehty so muß p mindestens in einem der Faktoren a 
oder b aufgehen. 

Diese Sätze zusammen sind aber identisch mit dem Satze, daß 
jedes Ideal nur auf eine einzige Weise in Primideale zerlegbar ist. 

Als eine fundamentale Folgerung aus dem Satze von der ein- 
deutigen Zerlegbarkeit der Ideale ist hervorzuheben, daß jedes Prim- 
ideal p des Körpers in einer rationalen Primzahl p aufgehen muß. 

In der Tat kann man zu einem gegebenen Primideal p einen 
Ideal&ktor j bestimmen, so daß p - i «» (a) ein Hauptideal wird. Da 
nun aa a"^ a eine ganze rationale Zahl ist, so geht p in a und da- 
her auch in einem (und nur einem) bestimmten rationalen Prim- 
faktor p von a auf. 

Nachdem aber alle diese Sätze bewiesen sind, folgt aus der schon 
in Nr. 16, S. 77 benutzten Schlußweise^ daß die oben benützte Zahl 
A^, für welche a^ ein Hauptideal war, stets ein Teiler der Elassen- 
anzahl h des Körpers sein muß. Man hat in der Tat nur nötig, 
die sämtlichen Klassen in Reihen mit je \ Klassen anzuschreiben. 

Die Reihe o, a', . . . a^' heißt zuweilen auch die Periode des 
Ideals a. 

Für die numerische Berechnung von Idealen bestimmter Zahl- 
körper, wobei natürlich nicht unendlich viele Zahlen geschrieben 
werden können, ist insbesondere der folgende Satz von der größten 
Bedeutung: 

Satz. In jedem Nichthauptideal a des Korpers k{%r) Tcann man 
stets Bwei Zahlen a und a^ angeben, als deren größter gemeinsamer 
Teiler sich a darstdlen läßt, so daß a^{ay cc^) gesetsft werden kann. 

Beweis, a sei eine Zahl des Ideals o, von der Beschaffenheit, daß: 

(a) = a • b 

wird, und b prim zu a ist. Dann wähle man in a eine zweite Zahl a^, 
welche nicht in b vorkommt, für welche 
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(«i) = a • c, 

ist. Nun sind 6 und c notwendig prim zueinander, und es ist a der 
größte gemeinsame Teiler von a und o^, d. h. 

a = (o^ Ol). 

Weil nämlich 6 prim ist zu C; so kann man in 6 eine Zahl ß 
und in c eine Zahl y so angeben^ daß /3 + ;/ » 1 wird. Es lassen 
sich daher durch die Form Xa + k^oc^ alle Zahlen a^ aus a darstellen. 
In der Tat ist stets: a^ = a^ß + a^y = Xa + X^a^. 

44. Die Norm eines Ideals. 

Es liegt nahe, den Begriff der Kongruenz zu erweitern auf den 
Fall, wo der Modul ein beliebiges Ideal ist. Man kann sagen, daß 
eine ganze Zahl a des Körpers lc{^) kongruent Null nach dem Ideal- 
Modul j ist, oder: 

« = o,ö), 

wenn die Zahl a im Ideal \ Torkommt. D. h. wenn «t ^ 0, (j) ist, bo 
ist (a) durch j teilbar. Zwei beliebige ganze Zahlen des Körpers «^ ß 
heißen mod (j) kongruent, in Zeichen: 

wenn ihre Differenz dem Ideal ) angehört (vgl. S. 45). 

Aus dieser Definition folgt dann wieder, daß zwei g^nze Zahlen 
des Körpers, welche einer dritten ganzen Zahl mod (j) kongruent sind, 
auch untereinander kongruent sein müssen. Man kann die Ge- 
samtheit aUer ganzen Zahlen mod (j) in Klassen einteilen, indem man 
alle Zahlen zu einer Klasse rechnet, welche einer bestimmten Zahl 
mod (j) kongruent sind. Jede Zahl des Körpers gehört einer Klasse 
an, und jede Zahl einer Klasse bestimmt immer wieder nur dieselbe 
Klasse. 

Wählt man aus jeder dieser endlich yieleu Blassen irgend eine 
Zahl aus, so erhält man ein System von ganzen Zahlen, das als 
vollständiges Besisystem nach dem Modul j bezeichnet wird. Jede Zahl 
des Körpers ist einer einzigen Zahl des Restsystems mod ()) kongruent 

Die Wahl der Zahlen eines vollständigen Restsystems ist vorerst 
noch in weiten Gh'enzen willkürlich; wohl kann man aber nach der 
AnjscM der Zahlen fragen, welche in einem vollständigen Restsystem 
mod (1) enthalten sind. Diese nun zu bestimmende Zahl heißt die 
Norm des Ideals j und wird mit n(j) bezeichnet. 
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Satz. Ist a em Ideal des Korpers k{d) und UMen; 

«1 = «11 ©1 + «ia«j + ö«®« 
Oj « 0,1 ©i + o^o, + 0,3«)^ 

o, » o^ (Dl + o^s^a + a,8<^s 

e»fi6 .Bfl^is cfes i(;?ea2s a, so ist n(a) » K«!!«»^)!- 

Beweis An Stelle der beliebig gewählten ESrperbasis nehme 
man zuerst einmal als Baedszahlen 1, (o*y (o{^ xmd drücke alle Zahlen 
des Ideals durch diese Basis ans. Verfährt man alsdann bei der 
Aufstellung einer Basis des Ideals genau so wie bei der Aufstellnng 
der Eörperbasis^ so erkennt man, daß als Basiszahlen für das Ideal 
drei 2jahlen cci*^ a^*, cc^* gewählt werden können von der folgenden 
Form: 

«1* = «, ' 

aj* = ai + 0,0)*, 

wo jetzt a die kleinste positive durch a teilbare ganze rationale Zahl 

ist und wo ff,; Og eben&Us als positive ganze Zahlen vorausgesetzt 

werden dürfen. 

Dann erhält man lauter mod (a) inkongruente Zahlen, indem man 

in der linearen Form: 

/J = ei + «1©* + WsCii* 

die Koeffizienten u die Zahlen 1 bis a, femer u^ die Zahlen 1 bis o, 
und ti| die Zahlen 1 bis c^ unabhängig voneinander durchlaufen läßt. 
Es ist keine der so aufgestellten Zahlen in Q enthalten^ keine 
kann irgend einer andern mod (a) kongruent sein^ aber jede beliebige 
Zahl des Körpers muß einer derselben mod (a) kongruent sein; d. h. 
es ist damit ein spezielles vollständiges Restsjstem^) aufgestelli Die 
Anzahl der in diesem Restsystem enthaltenen Zahlen ist insgesamt 

Drückt man endlich die Basis des Körpers 1, m*, ca^^ wieder 
durch (Ol, CD), co, auS; indem man die Substitution macht: 

1 = MiiCöi + MjjOj + WijOg, 
©♦ = WjiOi + ti^jO, + «4,, ©3 usw. 



1) Das oben aufgestellte Bestsystem entspricht dem voliständigen Rest- 
system der ,ßcUinsten Beste" im Gebiet der rationalen Zahlen, wo die Zahlen 
1, 2, ... a ein solches Restsystem nach a bilden. Man könnte natürlich auch 
dn Begnif der „absolut kleinsten Reste^*, die zwischen — \a uad 4- i^ gelegen 
sind« auf die algebiaischeji Zahlen und Ideale fibertragen. 

Sommer, ZahleutlieoTie. IS 
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mit der Determinante («u, tt^^ Mjg) = ± 1, so wird: 

«* = ^iß>i + 6.8 cjj + 5,8 ©3 (i =- 1, 2, 3), 
und es ist nach dem Multiplikationssatz für Determinanten: 



^1 ^2 ^8 
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Wenn man schließlich die Basis Oj*, a,*, «j* durch c^i; Og, «$ 
nach den Formeln: 

«i -= Vi^a* + v^^cc^* + v^^^a* (fttr i = 1, 2, 3), 

(mit der Sabstitutionsdeterminante (v^^, v^^, v^) "= ± 1) ausdrückt, und 
jetzt wieder: 

schreibt, so wird: 



db aot^a^. 



Somit ist für alle Fälle: 

W(a)=|(«ii«22«88) > 

wie der Satz behauptet. Die Zahl n(a) « ao^o^ ist zugleich immer 
eine Zahl des Ideals. 

Die Bedeutung, welche die Zahl n(a) für das Ideal a hat, daß 
sie die Anzahl nach a inkongruenter Zahl bezeichnet, kommt auch der 
ganzen rationalen Zahl . n(a) | =« | aaa' ' für eine ganze Zahl a des 
Körpers zu (rgl. S. 51). 

Für die Rechnung mit Idealen ist hauptsächlich der folgende 
Multiplikationssatz wichtig: 

Satz. Die Norm eines Produktes zweier Ideale a und b ist gleich 
dem Produkt der Normen der beiden Ideale: n(a) • »(b). 

Beweis. Es sei a eine ganze Zahl des Korpers, welche durch 

(ti\ 
a teilbar ist, so daß - - prim ist zu b. Dann stellt die Form 

lauter mod {ab) inkongruente ganze Zahlen des Korpers vor, wenn | 
alle Zahlen eines vollständigen Restsystems nach a und ri ebenso alle 
Zahlen eines Restsystems nach b durchläuft Das ganze System dieser 
Zahlen enthält n(a)*n(b) Zahlen; keine zwei Zahlen des Systems 
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können einander mod (ab) kongruent sein, während jede beliebige 
ganze Zahl des Körpers eifwr Zahl -dieses Systems nach dem Modul ab 
kongruent ist. 

Es bleibt daher, wie der Satz verlangt: 

n{ab) — n(a) • w.(b). 

Die Norm eines Ideals ist stets eine Zahl, welche dem Ideal 
selbst angehört, man kann daher zu einem Ideal a ein andereei 
Ideal ä, welches man als ein zu a reziprokes Ideal bezeichnen kann, 
so bestimmen, daß die Gleichung gilt: 

(w(a)) = a • a. 

Für zwei Ideale a, b ist dann (w(ab)) = a • a • b • b. 

Der Satz über die Bestimmung der Norm eines Ideals soll nun 
noch speziell auf Primideale angewendet werden. 

Wenn p ein Primideal ist, das in der rationalen Primzahl p auf- 
geht, so hat man, wie durch eine spezielle Diskussion leicht einzu- 
sehen ist, für die Normalbasis des Primideals vier Möglichkeiten. 
Entweder es ist diese Basis des Primideab p (nach den Bezeichnungen 
deer Satzes auf der yorhergehenden Seite): 

p, ttj -f Iß)*, ag + a^c3* + l(öi* 

Oj, + «4(0*+ IfiJi*, 

aj + a^(o* + pcOt^*, 

Entsprechend diesen vier Möglichkeiten ist n{p)=^if, wo e » 1 
oder 2 oder 3 zu setzen ist. Die Zahl e heißt der Grad des Prim- 
ideais p. Man unterscheidet also Primideale ersten, zweiten oder 
dritten Grades, und die Norm eines Primideals p ist stets eine 
Potenz j/ der durch p teilbaren rationalen Primzahl. 

Nach dieser Einführung der Norm eines Ideals und der Berech- 
nung ihres numerischen Wertes durch die Koeffizienten der Basis 
kann man nun wieder die Sätze aufstellen, welche zur Berechnung 
der Idealklassen eines Körpers erforderlich sind. 



oder 




oder 


p, ai+jp©*. 


oder schließlich 


P^ «1 + 1 (D*, 




p, a^+pco*, 



45» Sfttoe von Ifinkowski snr AnÜBteUnng der Idealklassen. 

Im Falle eines quadratischen Zahlkörpers diente zur Aufstellung 
der Idealklassen der Satz,, daft jede der verschiedenen Klassen minde- 
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stens ein Ideal enthält; dessen Norm kleiner als (oder höchstens gleich) 

|)/ä| ist; wobei d die Diskriminante des Körpers bezeichnet. 

Um diesen selben Satz jetzt für den jetzigen allgemeineren Fall 
aufzustellen^ beweise ich zunächst folgende Tatsache: 

Hilfssatz. Jedes beHdnge Ideal a des Korpers k(d') enthält eine 
Zahl «, deren Norm der Ungleidiimg \n(a)\ ^n{a)\Yd\ genügt. 

Beweis. k(d') bedeute einen reellen Körper und <hy ^t ^ ^^^ 
Basis des Ideals a, welche in der Gestalt: 

«i ==» a.iCöi + üi^oa^ + 0^3«, (t — 1, 2, 3) 

dargestellt sei. Dann kann man nach dem Satz Ton Minkowski 
über lineare Formen drei ganze rationale von NuU yerschiedene Zahlen 
Xy y, sf so bestimmen^ daß die absoluten numerischen Beträge der drei 
Formen: 

/; = a^'x + a^y + a^z 
j — Äi a;+aj y+Oj xr 

resp. ^«1, ^^2? ^ *8 werden. Wie früher bedeuten hierbei «i, >%, 
X, drei positive Größen, deren Produkt gl^ch dem absoluten Betrag 
der Koeffizientendeterminimte der drei Formen f^y f^^ f^, also gleich 
l(^; ^\ ^s'O' ^^^' ^^^ Einsetzen der a in diese Determinante folgt 
dann: 

Wenn nun /i = a, somit /i = «', /i '^ ^" gesetzt wird, so ist « eine 
Zahl des Ideals a mit der Eigenschaft: 

oder 

in(«)j<|«(o)Vd|, 

W. B. b. w. 

Wenn dagegen h{9') ein imaginärer Körper, '^(^O ^^' zugehörige 
kiMAJugiert imagiiubre und k{^'') der konjugiert reelle Körper ist, so 
setze man an Stelle von f^, f^ die Formen: 

fi = r^ { («1 - O + («2 ~ Oy + («8 - «sO^ }• 

Gleichzeitig nehme man x^ == x^, dann ejthält man wie rorinn den Be- 
weis der Biohtigkeii des Satzes auch f&r imaginäre Körper, indem ja 

[wegen A» + f,' - (/■ +y:ri^,)(/; ^V^^f,)]: 
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ist. 

Hiermit ist nun leicht der Fundamentalsatz m beweisen: 

Satz. Jede IdeaiJdasse eines Körpers k(d') enthäU mindestens ein 

Ideal, dessen Norm Heiner ist als der absolute Betrag der Quadrat- 

umred aus der BishriminavUe des Körpers. 

Beweis. Es möge a irgend ein Ideal des Körpers h(p) sein 

mid ä ein zweites Ideal, das mit a multipliziert ein Hauptideal liefert: 

(a) *" a • a. 

Nun existiert in dem Ideal ä eine Zahl a, f&r welche n (a) < n (ä) ] Yd \ 
ausfällt; als Zahl des Ideals a ist a teilbar durch ä, und man kann 
daher eine CUeichung ansetzen: 

(«) = a • %, 
woraus 

n(äai) = w(ä) < «(ä) j |/rf ! 
folgt ^ also ist: 

n{a^)<\Vd\ 

Da nun aus {a) » aä und (ä) » äa^ folgty daß a ^^ Oj ist; so 
enthält die Idealklasse, welcher aangehört, wenigstens ein Ideal o^ 

mit der Eigenschaft n{a^ < \ Yd . Das gleiche gilt für jede Idealklasse. 

Um die Elassenanzahl eines beliebigen Körpers lc{%) auf direktem 

Wege zu erhalten, braucht man also nur die positiven ganzen rationalen 

Zahlen, welche kleiner als oder höchstens gleich | Yd \ sind, in Faktoren 
zu zerlegen und zu untersuchen, welche dieser Idealfaktoren einander 
äquivalent sind. 

Hiemach ergibt sich als nächste Aufgabe die Zerlegung der 
rationalen Primzahlen in Primfaktoren. 
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Es liege ein ganz bestimmter Körper vor, gegeben durch eine 
ganze Zahl ^, welche als genau bezeichnete Wurzel der mit Zaklerh 
koeffizienten versehenen irreduziblen Gleichung: 

G(x) =» ir' + a^x* + «2^ + «s == ö- 
definiert ist. 

Man soll die Primideale p, p^ usw. aufstellen, durch welche eine 

g^ebene ralionale Primzahl p teilbar ist. 
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Da jedes Primideal des Körpers in einer rationalen Primzahl 
aufgeht, so erhält man alle Primideale, indem man die Zerlegung der 
rationalen Primzahlen ausführt, d. h. indem man zeigt, wie man die 
Primidealfaktoren derselben berechnet 

Wir seteen zuerst voraus, daß die PrimeaM p nicht aufg^en 
soU in der Diskriminante der Zahl ^, d. h. es sei: 

Nachdem frfther gezeigt worden ist, daß jedes Ideal dargestdlt 
werden kann als größter gemeinsamer Teiler von zwei ganzen Zahlen 
des Körpers, darf man ein Primideal p stets in der Form anschreiben: 
V =^ (Pf ^); ^o ^ ^^^ ganze Zahl des Körpers bedeuten soll. Unter 
der Voraussetzung femer, daß p nicht in d(d) aufgeht, kann man far 
a stets eine Zahl von der Form a -\- bd" -\- c9^^ mit ganzen rationalen 
Koeffizienten a, b, c wählen, wie leicht einzusehen ist. 

In Nr. 42, S. 261 hat sich die Basis des Körpers in der Form 
ergeben: 

wo D und D^ bestimmte Teiler von d{d') sind. Man darf daher fOr 
jede ganze Zahl a schreiben: 

Ist nun p der größte gemeinsame Teiler von p und a, so ist es 
auch größter gemeinsamer Teiler von p und D^D^a, da p weder in 
D noch in D^ aufgeht und folglich auch p prim ist zu D^D^. Es 
bleiben dann noch die zwei Fälle zu unterscheiden, daß L^D^a vom 
ersten oder zweiten Grad in ^ ist, d. h. es ist entweder: 

oder ev.: 

zu setzen. Man braucht aber nur die einfadisten Möglichkeiten für 
diese beiden Fälle aufzustellen und anzugeben, wie a, &, e ev. zu be- 
stimmen sind, wenn p in der rationalen Primzahl p aufgeht. 

Es sei erstens: 

p = O, a + 6^), (1) 

und h prim zu p. Da nun das Ideal außerdem jede lineare Kom- 
bination von p und a mit ganzen rationalen Zahlen, d. h. die Zahlen: 

X ' p^ + yia + bd) 
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enthält, so gehört demselben immer auch eine Zahl an von der Fonn: 

- ^ + ^, 

(wo A eine ganze rationale Zahl bezeichnet), indem man x^ y stets 

so bestimmen kann, daß: 

px + by^l 
wird. Dann ist auch: 

p^(p,-A + ^), (2) 

weil ja aus p und — Ä + ^ durch lineare Kombination (mit lauter 
zu p primen Zahlen) wieder a + bd- ableitbar ist. 

Es bleibt also jetzt nur noch A zu bestimmen. Zu diesem Zweck 
multipliziert man — A + d' mit der dem Körper ebenfalls ange- 
hörenden Zahl: 

(-^ + ^')(-^ + 

und erhalt: 

— A^ ^ a^A^ — ci^A — aj, 

also eine rationale ganze Zahl, welche von Null yerschieden ist und 

welche teilbar sein muß durch p. Somit ist A eine Lösung der 

Kongruenz: 

x^ + a^x^ + a,x + a« = 0, (p). (3) 

Wenn diese Kongruenz nicht lösbar ist^ so hat p sicher keinen 
Teiler if yon der Form der Gleichung (1). 
Zweitens sei: 

und c prim zu p] dann ergibt sich analog wie oben, daß unbeschadet 
der Allgemeinheit c » 1 gesetzt werden darf, d. h. es ist auch: 

V-iPy a + 6^ + ^»), ^(4) 

und p enthalt nur solche Zahlen von der Gestalt a^ -f" ^i'^; deren 
Koeffizienten a^, b^ beide durch p teilbar sind; andemfaUs würde p 
auf die zuerst angenommene Form (1) zurückkommen. 

Wir multiplizieren nun a-{-bd--{-d'^ mit einer ganzen Zahl sf -{-^^ 
in der z eine noch unbestimmte ganze rationale Zahl bedeutet, uncl 
berücksichtigen, daß wegen der Bedingung d^ + a^&^ + d^d' + ci^^O 
die Gleichung gilt: 

Tf^(j,^a+bf^+d^,a0+{a+b0)»+{b+z)ft^+d^,a^+a^f^+a^f^+J^\...) 
= (i>, a + b» + ^*, az — Ofi + {a + be - a,)«- + (b + z — a^)^*, . . .). 

Bestimmt man jetzt z als ganze rationale Zahl entsprechend der 
Kongruenz: 
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Bo ist oäcli der Bemerkang über die Zahlen des Ideals Ton der Form 

o^ + b^d' auch: 

a + bjs — a^ = 0, (jp), 

ae — a^^O, (p), 
oder es folgt: 

(a 4- ft^ + ^«)(^ + d) = oj + a,^ + a,»« + ^, (p). (5) 

Man erhält folglich a, b und a + ftO" + ^*, wenn man a^ + Oj-d" 
+ ct^^* + d^ nach dem Modul p in ein Produkt aus einem linearen 
und einem quadratischen Faktor zerlegen kann. 

Die Aufsuchung der Primideale^ die in einer Primzahl p aufgehen, 
filhrt somit immer auf die Untersuchung der Wurzeln der Eongmens: 

x^ + a^x* + a^x + ag = 0, {p), (6) 

Es mögen der Deutlichkeit wegen nochmals die Sätze hier angeführt 
werden, welche für die Losungen (Wurzeln) einer solchen Kongruenz 
gelten: 

1.) Ist A eine Lösung der Kongruenz (6), so gilt nach dem 
Modul p eine Zerlegung: 

a?« + a^x^ + ojic + oj = (a; — A)f^{x) ^ 0, (p), 

wo fiix) eine ganze rationale Funktion zweiten Orades ist. 

2.) Die Kongruenz (6) kann höchstens drei roneinander yer- 
schiedene Lösungen besitzen. 

Weil nun die Zerlegung eines Ideab {p) in Primideale nur auf 
eine einzige Weise möglich ist, können wir hiernach endgültig folgende 
Sätze formulieren: 

I. Hat die Kongruenz (6) überhaupt keine Lösung, so ist p im 
Kö^er h{%) unzerlegbar, oder es ist {p) ein Primideal dritten Oradee. 

n. Hat die Kongruenz (6) die einzige Lösung x==^ A und 
schreibt man: 

(x? + a^o(? + a^x + aj^^{x — A) (a?* + bx + a), (p), (7) 

so ist JP durch die Primideale: 

p-0, -^ + ^), Pi-(ä a + 6^ + i^*) (8) 

teilbar; p, p^ sind Primideale ersten und zweiten Grades, und es ist: 

(p)='P-Pi- 
UL Hat die Kongruenz (6) drei Lösungen A^, A^y A^j ist also: 

. . üi^ + Oirr» +a^x-{-a^ = {x — A^){x - A^){x- A«), (p), (9) 

so ist p durch die drei Primideale ersten Grades 

p, = (l>, -A^ + %) (»-.1,2, 3) 
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teilbar, und es iet daher: 

Lassen wir die Voraussetzung, daß die Primzahl p nicht in did) 
aufgehen soll, fidlen, und nehmen also im (Gegenteil an, daB p ein 
Teiler von d(&) ist, so sind die für p geltenden Zerlegungen viel 
8<diwieriger abzuleiten und zu beweisen. 

Für unsere Zwecke genügt es, die entsprechenden Tatsachen 
historisch anzuführen, ich besehranke mich auf eine kleine einleitende 
Betrachtung. Wegen der Beweise möge der Leser die unten ret- 
zeichnete Literatur nachsehen. 

Wenn d(d) ~ 0, (p) ist, so hat die Kongruenz: 

s^ + a^a^ + Ojja; + a, = 0, (p) 
eine mdirfach zählende Lösung x == Ä^] es ist entweder: 

x^ + a^a^ -\-a^x + a^ = {x — A^)^ {x — A^y (p) 

oder 

x^ + «1^ + a^x + a^^{X'- Ä^y, (p). 

Wenn nämlich G\x) = Sa? + 2<iiX + a, die Ableitung der 
Funktion G{x) bezeichnet, so ist die notwendige und hinreichende 
Bf^ingung für eine gemeinsame Lösung der beiden Kongruenzen: 

G{x) = 0,(p) und G'(x) = 0,(p) 
eben: 

wie man direkt durch Elimination yon x aus den beiden ersten 
Kongruenzen zeigen kann. 

Ist aber Ä die gemeinsame Lösung von 

G(x) ^ 0, G'(x) ^ 0, 0), 
und schreibt man: 

G(x) ^(x- A)f,{x), (p), 

~"* . (}' (x) ^ f,{x) + (X - Ä)f,' (x), (^). 

Aus dieser Darstellung von G'{x) folgt ohne weiteres, daß G\x) nach 
dein Modul p nur dann durch x — Ä teilbar sein, d. h. mit G(x) =^0 
eine Wurzel gemeinsam haben kann, wenn fi{x) = (o? — A)f^(x\ (p) 
ausfallt, oder wenn G{x) mod (jp) eine Doppelwurzel besitzt: 

G(x)^ix-Äyf,{x),(p). 

Falls d{^) ^ 0, (p) ist, so würde man danach vielleicht zunächst 
Termuten, daB p durch das Quadrat eines Frimideals teilbar ist; das 
wäre nicht inlmer richtig, vielmehr gilt der folgende, von Dedekind 
zuerst aufgestellte^ von ihm und von HenseP) bewiesene Satz: 

1) R. Dedekind: Über den Zusammenhang zwischen der Theorie der 
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Satz. Äüe und mn/r diejenigen rationalen Primzahlen, w^>che in 
der Dtshrimina/nte d des Körpers enfhalten sind, sind durch das Quadrcd 
eines Primideais teübar. 

Wir haben den gleichen Satz fär den quadratischen Zahlkorper 
leicht beweisen können und durften dieses Resultat yermuten. Dabei 
ist der Satz so zu verstehen^ daß eine in d enthaltene Primzahl 
durch p^ oder gar durch p^ teilbar . ist. Zum Beweise dieses Satzes 
und für die Zerlegung der in d(%) überhaupt aufgehenden Primzahtei 
muß man die 'allgemeine Form des Ideals annehmen: 

V = {Py öto) + &o>i + CO2, . • 0- 
Man setzt, unter Uy u^, u^ veränderliche Zahlen verstanden: 

und nennt diese \u u, u^, u^ lineare Form die FwndammUüform des 
Körpers. Dieselbe genügt -einer Gleichung dritten Grades: 

F^ {x -l){x- l'){x - D = ^* + V,x^ + U^x + ü, = 0, 

welche die Fundamentalgleichimg heiüt 

Wenn man drei ganze rationale Funktionen Ff{x, u, ti^, n^) f&r 
i » 1; 2^ 3 mit ganzzahligen Koeffizienten hat^ so daß nach dem 
Modul p für beliebige Xy ti, u^y u^, die folgende Kongruenz besteht: 

so heißt 7^1 nach dem Modul p zerlegbar^ oder durch F^, F^ teilbar 
nach p. Wenn ferner F^ nur durch eine solche Funktion P teilbar ist, 
welche ihrerseits kongruent F^ mod (p) ist, oder welche kongruent 
einer ganzen rationalen Zahl mod (p) ist, so heißt F^ eine PrinifunkHon 
nach p. Nun gelten ganz allgemein die folgenden Sätze, die ich 
direkt nach Hilberts Zahlbericht hier anführe: 

I. Wenn p ein in p aufgehendes Primideal /***" Gh-ades bezeichnet, 
so gibt es stets nach p eine Primfunktion P{x, ti, u^, u^) vom Grade 
f in Xy welche, wenn man an Stelle von x die FündamentaJform % 



Ideale und der Theorie deir höheren Kongruenzen. Abhandl. der math. Klaese 
der kgl. GesellBchaft der Wissensch. zu Gröttingen. 23. Band, 1878. Von dem 
Dedekindschen Beweis gänzlich verschieden ist der von E. Henael: Unter- 
suchung der Fundamentalgleichung einer Gattung fOr eine reelle Primzahl als 
Modul und Bestimmung der Teiler ihrer Diskriminante. Grelles Joum., 118. Bd. 
1894. Eine kurze Zusammenfassung des Beweises und Bemerkungen über die 
numerische Berechnung findet man bei D. Hilbert: Zahlber., Kap. IV, S. 195. 
Herr Hansel hat. sodann das Problem dieser Nummer auf Grund einer ganz 
neuen umfassenden Methode vollständig erledigt. Vergl. Jahresber. d. d. Math.^ 
Ver., Bd. 6, und Qött. Nachr. 1897; ferner Grelles Journal, Bd. 127, 128, 129. 
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setzt, folgende Eigenschaften besitzt: die Koeffizienten der Potenzen 
und Produkte von Uy u^, u^ in der Funktion P(g, u, u^, u^) sind 
sämtlich durch p, aber nicht sämtlich durch p^ und auch nicht 
sämtlich durch ein von p verschiedenes, in p aufgehendes Prim- 
ideal teilbar. 

II. Ist die Zerlegung der rationalen Primzahl p in Primideale in 
der Form (p) = Vi'P^'^Pi* gegeben, so gestattet die linke Seite F der 
Fundamentalgleichung im Sinne der Kongruenz nach p die Darstellung 

wo Pi, Pj, Pj verschiedene Primfunktionen nach p von x, u^ ti^, u^ 
bedeuten, und überdies ist, wenn: 

i^ « Pi'^ P/> Pg^» + jXD 

gesetzt wird, <t> eine ganzzahlige Funktion von x, u, u^y u^^ welche 
nach p durch keine der Primfunktionen P^, P^, P3 teilbar ist. 

Insbesondere enthält der Satz 11 alle notwendigen und hin- 
reichenden Angaben für die Zerlegung einer Primzahl p. Z. B. ent- 
hält Pi die Zahlen, die man nach der Vorschrift des Satzes I aus 
Pi{Xf Uy Uly u^) erhält, wenn man statt x die Fundamentalform | 
einsetzt. Indessen braucht man den Satz in seiner ganzen Allgemein- 
heit nur dann anzuwenden, wenn die fragliche Zahl p in. - , ent- 
halten ist. Etwas weiter, als oben bewiesen wurde, gilt nämlich die 
folgende Behauptung: 

Satz. Ist die Zahl # durch die Gleichung definiert: 

G{x) = rr^ + a^x^ -f a^x -|- a^ = 0, 
und ist p eine rationale Primzahl, welche der Bedingung genügt 

-\r^ ^ 0, (p)y so liefert jede Zerlegung der Funktion G{x) nach dem 
Modul p: 

eine Zerlegung der Zahlp in Primideale des Körpers k(%) von der Gestalt: 

Ein ziemlich umfangreiches Zahlenmaterial zu den gesamten 
Entwicklungen dieses vierten Abschnitts findet sich in der bereits 
zitierten Göttinger Dissertation von L. W. Reid, aus welcher ich 
einige Beispiele hier anführe. 

1. Beispiel. Es sei ^ eine Wurzel der Gleichung: 

a:» + a: -f 1 = 0, 
dann ist d{%) = — 31 und ebenso d = — 31. Als Basis kann daher 



\ 
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ly d'y ^ gewählt werden. Um die Klassenanzahl des Körpers k(ß) 
zu bestimmen, hat man die Zerlegung der Zahlen 2, 3, 5 aaszaf&hren. 
Da diese Zahlen prim sind zxx d, 9o sind hierzu wieder nur die Zer- 
legungen der Kongruenz 

nach den Moduln 2, 3, 5 notwendig. Man findet, daft 2 und 5 un- 
zerlegbar sind; wähi*end 

3-=(-'9"+ l){d'^ + d' + 2) 

wird. Es ist somit % == 1. Als Einheiten finden sich femer: 

d; d'+l. 

2. Beispiel, d" sei eine Wurzel der Gleichung: 

a;« + 6a; + 8 = 0, 
dann ist d{d') == — 2592 = — 2* • 3*. Als Basis kann man nehmen: 

1, d', - , und daraus folgt für d der Wert rf=« — 2*-3*. Nun wird: 

(2) - (2, 1 + » + ty(2, *). 

(3) =- (3, ^ - 1)*, 

(5)-(5, ^-1)(5, 2 + ^ + ^*), 

(7) = (7, ^-2)(7, 3 + 2^ + n 
Diese Ideale verteilen sich auf drei IQassen. Schließlich findet 
sich als Einheit: d* + 1. 

3. Beispiel. Endlich möge ^ eine Wurzel der Gleichung: 

:r» — 8a? + 4 = 
sein, dann ist d(^) » + 1616 « 2^ • 101. In diesem Fall kann als Basis 

z. B. genommen werden: 1, &, - , wonach d « 2* • 101 wird. Es 
ergibt sich: 

2 « (^y (132^« + 68^ - 1023), 

3 = (^ - 1) (^« + -^ - 7). 

Die Klassenanzahl ist h = 1, und Einheiten sind u. a.: 

2«"-l, 132'9'« + 68^-1023. 

47. Die Einheiten des Körpers k^^). 

Unter allen ganzen Zahlen des Körpers 1c(d') sind diejenigen yon 
besonderer Bedeutung, deren Norm gleich ± 1 ist, und die man 
wieder als Einheiten des Körpers bezeichnet. 
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Ist € eine solehe ganze Zahl^ also 

sas" = ±1, 

r ' ' 
I 

1 

80 folgt zunächst^ daß auch — eine ganze Zahl des Körpers ist. 

Denn es ist 

, ,, +1 

nnd b'b" ist eine ganze Zahl des Körpers k(fi'). Offenbar sind ± 1 
selbst die einfachsten Einheiten des Körpers. Wenn ferner € eine 
von ± 1 verschiedene Einheit des Körpers bezeichnet^ so stellt auch 
jede Potenz ± $^ mit ganzzahligem positivem oder negativem Ex- 
ponenten e eine Einheit dar, weil offenbar BXich ^ s^ s"^ =^ (s e a'y 
« ± 1 ist. 

Falls der Körper k{d') nebst seinen Konjugierten redl ist, kann 
eine Einheit a nicht irgendwelche zweite oder dritte Wurzel aus der 
Zal^l ± 1 sein, insofern diese Einheitswurzeln komplexe Zahlen 
sind. Aber auch falls k(d') reell ist und k{d'') und k^^'") imaginäre 
Körper sind, so kann in keinem der drei Körper eine andere Ein- 
heitswurzel als + 1 vorkommen. Angenommen nämlich, z. B. 

wäre eine komplexe Einheitswurzel aus /r ('&'), so wären die Konju- 
gierten 17" und 17 auch Einheitswurzebi; dann müßte aber 17 » ± 1 
sein, und es müßte folglich für d- eine Gleichung (mit rationalen 
Koeffizienten a^ b, c, N): 

bestehen. Weil indessen für '9' die Definitionsgleichung gilt: 

#' + aj«"* + Oj-^ + «8 = 0, 

so ließe sich bekanntlich d^ aus den beiden Gleichungen als rationale 
2^1 berechnen, entgegen den Voraussetzungen über d'. Es muß 
a =» 0, 6 « und <? «= + 2V, und somit auch i^' = 4: 1 ^^' 

Auf die gleiche Weise folgt, daß jede Einheit a des Körpers, für 
welche | £ | « 1 ist, selbst gleich ± 1 sein muß. Dbnn wenn a reell 
ist, dann folgt aus | £ | -« 1 eben a ^ j^l^ und wenn a komplex ist, 
so folgt aus I £ I -= 1 auch | «' } = | « [ = 1, | 6" | = 1, wonach die 
reelle Einheit a'' == ±1 sein muß, und folglich a, a ebenfalls. 

Nach dieser Einleitung beweisen wir nun folgenden Hilfssat^: 
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Satz.^) In jedem (redien oder imaginären) Zahlkörper k{p) vom 
dritten Grad existiert eine von ± 1 verschiedene Einheit, 

Der Beweis dieses Satzes unterscheidet sich nicht prinzipiell you 
dem Beweis desselben Satzes für reelle quadratische Körper^ so daß 
ich mich hier kurz fassen kann. 

Beweis. I. Es sei zuerst die Diskriminante d des Körpers 
positiv, also alle drei Körper h{^), ^('^')? *(^") reelL Ay A^, A^ 
seien drei beliebige reelle positive Zahlen, deren Produkt 

A-A,.A,^\Yd\ (1) 

ist. 

Dann zeigt man auf Grund des Minkowskischen Satzes über 

lineare Formen in derselben Weise, wie dies schon früher geschah, 

daß man stets eine ganze Zahl a in hi^) bestimmen kann, für weldie: 

a <, A, «' < ^1, i ^'' /^ -^; (2) 

ausfällt. 

Weil aber a eine ganze Zahl des Körpers ist, so muß notwendig 



« • a' • a" I ^ 1 
sein, und hieraus folgt 



ti a V 



oder unter Berücksichtigung der Gleichungen (2) und (1) femer: 

Man hat somit für a und seine Konjugierten die Ungleichungen: 

A 



A> a > 



yd 



Die letzte Gleichang könnte auch geschrieben werden: 



(3) 



1) P. G. Lejeune Dirichlet, Werke, Bd. 1, S. 642. Teile des allge- 
meiüBten Satzes ibid. S. 622 und für kub. Zahlen S. 682. H. Minkowski, 
Qeom. d. Zahlen Nr. 44, S. 137 ff. D. Hilbert, Bericht, Kap. VI, sp. § 19 n. 20, 

S. 214 ff. 
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Nnh nehme man drei neue reelle positive Zahlen an: 



deren Produkt wieder 

ist. Dann existiert eine ganze Zahl ß in Jc^d), welche den folgenden 
Ungleichungen genügt: 






w 



wo an Stelle der letzten Ungleichung auch geschrieben werden kann: 
Jetzt setze man wieder 

und bestimme in analoger Weise, wie eben a und ß bestimmt wurden^ 
ein ganze Zahl y. 

Setzt man dieses Verfahren unbeschränkt fort, so erhält man 
eine nicht abbrechende Reihe von ganzen algebraischen Zahlen, welche 
Uiigleichungen von der Form (3) und (4) genügen. 

Für die Zahlen des Körpers k(9') und auch k{^') lassen sich 
diese Ungleichungen zusammenfassen in der folgenden Form: 

- -|>/3|-"^.'- iVd« -'^ - .y^M"" "IV^M"" 

Weil die Diskriminante |(2|>1 ist, so bilden also die Zahlen |ci:|,. 
\ß\, . . ., ebenso \a\, \ß'\, ... eine Reihe abnehmender Zahlen, 
wahrend man für a" usw. durch Zusammenziehung der Ungleichungen 
(3) und (4) usw. folgert, daß |a"|, |/}"|, . . . eine Reihe mnehmender 
Zahlen bildet. 

• Bcknützt man jetzt den Umstand, daß die Hauptideale (a), (ß), 
(y), - • • ^i^^ nicht, abbrechende Reihe Ton Idealen sind mit Norman, 
-^^lYd] und berücksichtigt, daß es überhaupt nur eine endliche An- 
zahl Ton Idealen geben kann, deren Normen kleiner sind als eiiii» 
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endliche Zahl^ so müssen in der Reihe (a), (ß\ (y) usw. unendlich, 
yielmal zwei Ideale einander gleich sein. 

Ist etwa (a) == (y) und |a|>jy|, so stellt nun der Quotient 

f = eine Ton ± 1 verschiedene Einheit des Körpers dar. 

Wegen der Ungleichungen für a, y usw. ist 

■€\>h \B'>1 ™d \e"\<l, 



wenn 

/ Pf 

, oc j »/ a 

£ = -r und e «■ ->, 

y y 



gesetzt ist. Durch direkte Betrachtung sieht man ferner^ daß | £ j 
und I s' I nicht gleich sein können. 

Es ist leicht einzusehen, daB auf analoge Weise eine Einheit t^ 
abgeleitet werden kann, für welche | iy | > 1 , | iy' | < 1, i^'' | > 1 
a^8fäIlt. 

n. Es sei zweitens die Diskriminante d negativ. Wir nehmen 
an, daß Jc(^) reell ist, wahrend k(d''), k{d'") die imaginären Körper 
sind^ und wählen zwei positive reelle Zahlen Ä, A.y so daß 

A ' Ä^ = I Yd ' isty dann läßt sich eine ganze Zahl a so bestimmen, daß 

1«!^^, \a\<A, (2a) 

ist^ wozu noch wegen { « { » €c'\ die üngl^chung | «'' { ^ Ä^ konust. 
Wie oben ergibt sich dann: 

Ä 






(3«») 



Nun setze man weiter: 



Ä 



IVa| 

S9 daß: 

wkd und konstruiere die ganze Zahl ß in k(9')y so daß 

Durch Wiederholung dieses Yer&hr^is erlügt man wieder un- 
«odfich viele Ideale (nc), (ß)y . . ,, aus denen man wieder wie im Fall 
d > auf die Existenz einer von ± t verschiedeiien. Einheit i in 
*(*) und b\ b' in *(-&') resp. *(#•") schUeßt. 
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Bei der Ableitung ergibt sich übrigens noch; im Gegensatz zu 

vorhin: 

I £ I > 1 und gleichzeitig | «' | = | a" | < 1, 
oder 

I iy < 1, wenn gleichzeitig | *»?' | = 1 1?" | > 1 ist. 

Damit ist der Hilfssatz bewiesen, und wir können nun zu dem 
Beweise des Dirichletschen Fundamentalsatzes übergehen, fQr dessen 
Fassung ich die folgende auf beliebige Körper leicht übertragbare 
allgemeinere Form wähle: 

Satz. Befinden sich unter den drei iofyttgierten Körpern k(9'\ 

k(^') u/nd k(d'") reelle Korper in der Anzahl r^y und r, «= ^ * Paare 

konjugiert imaginäre Körper y so gibt es in jedem der drei Körper 
(ß. B. in ki^)) r = r^ + r, — 1 Grundeinheiten f^, ... €^ von der Be- 
schaffenheity daß jede beliebige andere Einheit | des Körpers sich aMf 
eine einzige Weise in der Form darstellen läßt: 

WO e^y . . . e^ positive oder negative ganze rationale Zahlen bedeuten. 

Man hat offenbar zwei Möglichkeiten. Wenn r^=^l und r^ » 1 
ist, so existiert in jedem der drei Körper dritten Grades eine Grund- 
einheit; wenn dagegen r^ =» 3, r^^O ist, so existieren je zwei Grund- 
einheiten. 

Der Beweis des letzteren Falles ist der schwierigere, derselbe ist 
von Minkowski und sodann von Hilbert sehr durchsichtig ausge- 
führt Ich will hier den von Herrn Minkowski entwickelten Be- 
weis wiedergeben. 

Beweis. Es seien also k^d) und k{^')y k(^") drei reelle Körper. 
Dann gibt es zwei Einheiten £, ij, von denen wir nach unserem 
Hilfssatz voraussetzen dürfen, daß: 

« I > 1, I «' , > 1, j fi" I < 1 

ri\>ly IV! <1, IV'! >1, 
ist. 

Wenn nun g ii^nd eine beliebige ganze Zahl des Körpers be- 
zeichnet, so heißen die reellen Werte log 1 1| , log j ^' \ und log j $" , 
die Logarithmen der Zahl |, und es möge zur Abkürzung geschrieben 
werden * 

Kl) -log III, «,(1)- log in, i,(i)-iogiri. 

Wegen Ü'S""" ± 1 erfüllen dann die Logarithmen einer Einheit | 

stets die Gleichung 

/•-KI) + ?i(l)+^(l)-0, (1) 

Sommer, ZAhlentheorie. 19 
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und andererseits muß jede Einlieit des Körpers zu einer Lösung der 
61eichnng /" == fähren. 

Falls einer oder alle drei Logarithmen 1{1^\ l^d) oder {^(S) gleich 
Null werden^ so muß nach der in der Einleitung angestellten- Be- 
trachtung notwendig ^ ^^ + 1 sein. Um also alle Einheiten des 
Körpers zu erhalten, hat man alle Lösungen der Gleichung (1): f=0 
aufzusuchen^ deren Werte sämtlich von Null verschieden sind. 

Man setze nun 

/,(!) - hi(^) + hMi), (2) 

und bestimme h, h^ so^ daß 

wird. Indem man etwa ä^ = — ^(a) und A = /^(f) setzt, wira von 

S^l nst * 

weil l^{rf) wegen 'ij'|<l negativ ist, während l(s), li(e), l(rf) posi- 
tive, von NuU verschiedene Zahlen sind. 

Daher kann jede Lösung der Gleichung (1) in der Gestalt an- 
genommen werden: 

m)-s,l{e) +s,l(ri) j 

IM = Srhis) + sMv) \ (3) 

wo 8^ und s^ beliebige reelle Zahlenwerte sind. 

In der Tat befriedigen die drei Werte der Gleichungen (3) die 
Gleichung (1) identisch, und es lassen sich zu einer gegebenen Lösung 
{(I), li{i)f li{i) aus den beiden ersten Gleichungen die Zahlen s^, s^ 
wegen der Bedingung /i(^)>0 als endliche Zahlen und nur auf 
eine einzige Weise berechnen, weil die Gleichungen (3) alsdann wider- 
spruchsfrei sind. 

Für I = f erhält man aus (3) 8^ = 1 und 8^=- 0, ferner wird 
für i = rji 8^ = 0, «2 = 1. Es soU nun zunächst gezeigt werden, daß 
nur für eine endliche Anzahl Einheiten gleichzeitig 

0<Si<l, 0<s,.<l (4) 

sein kann. 

Wenn nämlich für eine Einheit § diese Ungleichungen erfüllt 
sind, so ist 

(KD <\iis)\ + \i(v)\, 

I m ■ < I l,(B) ■ + h(ri) I (für i - 1, 2), 
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d. h. die absoluten Beträge \i\, \i'\, ||"| sind kleiner als drei be- 
stimmte nur von e und n} abhängige endliche Zahlen. Stellt nun 

eine ganze Zahl des Körpers vor^ und berechnet man umgekehrt x, 
y, z aus den drei Gleichungen 

JO 4- a>i'y + cöj'jer — %' , 

so erhält man a; « A^l + AjJ' + A,S" und ähnliche Werte für y und e. 
Nun sind ^, k^y A3 konstante Werte mit endlichen absoluten Be- 
trägen^ und wenn die absoluten Beträge der 1 1 unterhalb endlicher 
Grenzen liegen, so ist auch |:r| unterhalb einer endlichen Zahl ge- 
legen, ebenso \y , \z\. Daraus folgt aber, daß für x, y, z von vorn- 
herein nur eine endliche Anzahl von Kombinationen ganzer ratio- 
naler Zahlen gewählt werden können, so daß jedesmal |l, |'', ||" 
unter einer endlichen Zahl bleiben. 

Die sämtlichen Einheiten §, deren Darstellungen in der Form (3) 
so beschaffen sind, daß 

< Si < 1, < «2 < 1 
wird, kann man jetzt in zwei Klassen ordnen. 

Die erste Klasse enthalte die Einheiten, für welche s^ » ist, 
die zweite Klasse diejenigen, für welche s^ > ist. Alsdann bestimmt 
man in der ersten Klasse diejenige Einheit c^, für welche s^ seinen 
Ideinsten von Null verschiedenen Wert S^ annimmt, und in der zweiten 
Klasse ebenso eine Einheit e^, für welche s^ seinen kleinsten Wert S^ 
annimmt. 

Dann gibt es keine Einheit außer + 1, für deren Darstellung in 
der Form (3) gleichzeitig die Bedingungen gelten würden: 

0<:Si<Si und 0<s^<S^. (5) 

Bezeichnet nun | eine beliebige Einheit des Körpers und e^, e^ 
zwei zunächst noch unbekannte ganze rationale positive oder negative 

Zahlen, dann ist auch — — eine Einheit des Körpers, deren Loga- 

rithmen L^ und: 

L-m -ej{s,) -e,l(s,), 

h ^ k (I) — ^1 h (O —^k («2) sind. 

Schreibt man l(£^) == SJ(6) und l(€^) ^ Sl(^s) + S^l(rj) und sucht 

für £, L^ die Darstellung analog den Gleichungen (3), so erhält man: 

19* 
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*"" ftin) " ^ *' 

Da fi{rf) > ist, so kann man aus der zweiten Gleichung zu- 
nächst e^, sodann aus der ersten e^ als ganze positive oder negative 
rationale Zahlen so bestimmen, dafi S{ resp. s^ den Ungleichungen (5) 
genügen. Alsdann muß aber direkt: 

L - 0, 4-0 

und folglich L^^^O sein, oder es wird 



e «lg «1 



= ± 1, resp. S = ± V^»^> 



und damit ist der Dirichleische Satz bewiesen, wenn d>0 ist, also 
wenn aUe drei konjugierten Körper reell sind. 

Den zweiten Fall, in dem d < ist, und Ä(O') einen reellen Körper, 
Jc(^'), k{%^') ein Paar konjugiert imaginäre Körper bezeichnen, brauchen 
wir überhaupt nicht ausführlich zu behandeln. 

Ist nämlich s^ diejenige Einheit in lc{%^\ welche unter allen Ein- 
heiten in kid), deren absoluter Wert > 1 ist^ den Meinsten Betrag 
hat, so zeigt man ganz ähnlich, wie dies für die Einheiten des reellen 
quadratischen Körpers geschah, daß eine beliebige Einheit | des 
Körpers in der Form darstellbar ist: 

wo e^ eine ganze rationale, positive oder negative Zahl bedeutet. 

Der Dirichletsche Satz ist damit für die Körper dritten Ghrades 
vollständig bewiesen. 



Fünfter Abschnitt. 

Eelativkörper. 

Die Lehre Yon den quadratischen und kubischen Zahlkörpem^ 
welche in den vorhergehenden Abschnitten behandelt wurde^ bildet 
nur den Anfang einer ganz allgemeinen Theorie der Zahlkörper. 
Gegenstand derselben ist die Untersuchung der Eigenschaften von 
solchen ganzen algebraischen Zahlen, welche irreduziblen Gleichungen 
von einem beliebigen Grad n genügen. 

Auf diese Theorie soll hier nicht weiter eingegangen werden. 
Wir wollen aber noch eine andere Verallgemeinerung der Begriffe 
der Zahlentheorie in ihren Grundzügen auseinandersetzen, weil sich 
hier noch ein Feld für viele weitere fruchtbringende Arbeit darbietet, 
und weil gerade diese neuen Begriffe wichtige Anwendungen in der 
Lösung schwieriger fundamentaler Aufgaben der Algebra und der 
Funktionentheorie gefunden haben. Ihre Einführung schließt sich 
sehr natürlich an die Aufstellung und den Beweis der allgemeinen 
Reziprozitätsgesetze in Zahlkörpem an. 

Li Nr. 24 und 25 wurde für das quadratische Reziprozitäts- 
gesetz für rationale Primzahlen, d. h. für die FormeL- 

p-l y-J 
2 



(f)e)-(-»^' ■ 



nebst den Ergänzungssätzen, ein Beweis geführt, welcher darauf beruhte, 

daß über dem Bereich der rationalen Zahlen ein Zahlkörper Joy^p) 

resp. kiyiq) aufgebaut wurde, dessen Eigenschaften dann das Rezi- 
prozitätsgesetz lieferten. Da wir nun die Lehre von den Kongruenzen 
ohne weiteres auf die Zahlen und Ideale eines Zahlkörpers übertragen 
konnten, so drängt sich die Frage auf, ob auch die Reziprozitäts- 
gesetze, welche für die Lösungen einander zugeordneter Zahlen- 
kongruenzen bestehen, auf die Zahlen und Ideale eines Zahlkörpers er- 
weitert werden können. Liegt ein quadratischer Zahlkörper vor und be- 
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schränkt man sich auf die Betrachtung quadratischer Kongruenzen, 
also auf eine Ausdehnung des quadratischen Reziproziltttsgesetzes^), 
so ergibt sich ganz von selber ein Prüfstein für die Allgemeinheit 
der bisher entwickelten Gesichtspunkte. Man wird nämlich in kon- 
sequenter Fortbildung der Beweismethode für die Formel: 



(?)(!)-(-•) 



p-1 j-1 
2 * 2 



yersuchen^ über dem gegebenen quadratischen Zahlkörper einen neuen 
quadratischen Körper , den ^ekUiv quadratischen Körper^ aufzubauen, 
um dann aus den Eigenschaften dieses „Relativkörpers'^ das gesuchte 
Gesetz abzuleiten. In der Tat führt dieser Versuch zum Ziel. Es 
hat Herr Hilberth) auf diesem Wege das quadratische ReziprozitiLts- 
gesetz für eine umfassende Klasse von Grundkörpem bewiesen.') Um 
die Richtung zu charakterisieren, in welcher sich seine schwierigen 
und tiefgehenden Untersuchungen bewegen, will ich mich noch mit 
dem einfachsten Fall des quadratischen Relativkörpers in bezug auf 
einen quadratischen Grundkörper beschäftigen und die neuen Begriffe 
hauptsächlich durch Zahlenbeispiele erläutern. 



48. Grundbegriffe und Definitionen. 

Es sei ein quadratischer Zahlkörper k{y^) gegeben mit der 
ganzen rationalen quadratireien Grundzahl m. (i sei irgend eine von 
m, und 1 yerschiedene ganze Zahl dieses Körpers, welche nur nicht 
das Quadrat einer ganzen Zahl des Körpers ist, femer bezeichnen a, 

1) Den einfachsten FaU des quadratischen Reziprozit&tsgesetzes fOr die 

Zahlen des Körpers k{y— l) hat schon C. F. Gauß behandelt. Werke, Bd. n, 
8. 130, Theoria resid. biqnadr. Comm. II, Nr. 60 (66 — 60) und Anzeige dieser 
Abhandlung, Werke, Bd. ü, S. 172. 

2) Hilbert, Über die Theorie des relativquadratischen Zahlkörpers. Math. 
Annalen, ßd. 61, S. 1—127. 

Einen speziellen Fall dieser Theorie untersucht H. Dörrie in seiner Disser- 
tation „Das quadratische Beziprozit&tsgesetz im quadratischen Zahlkörper mit 
der EQassenanzahl 1*^ Göttingen 1898. Als Zahlenbeispiel ist in dieser Diss. 

die Behandlung des Körpers k ()/ — s) durchgeführt. 

3) Mit dem weiteren Ausbau der Hilbertschen Theorie beschäftigte sich 
u. a. sehr eingehend Ph. Furtwängler in mehreren Abhandlungen in den 
Abh. und Nachr. von der kgl. Ges. der Wissensch. zu Göttingen. Yergl. auch 
Math. Annalen, Bd. 6S. 
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ß beliebige Zahlen (ganze und gebrochene) des Körpers ki^m)' 
Dann bilden die sämtlichen Zahlen: 

fi + ßVi, (1) 

einen Bereich K oder einen Zahlkörper in dem früher gebrauchten 
Sinn^ indem offenbar die Summe und die Differenz, das Produkt und 
der Quotient zweier Zahlen von der Form (1) wieder von derselben 
Form ist. 

Jede Zahl A = a + /J )/ft dieses Bereichs genügt einer quadra- 
tischen Gleichung von der Form: 

deren Koeffizienten dem Körper A'()/fn) angehören, und man nennt 

daher den Zahlkörper K rdativ quadratisch in bezug auf h^ym)* 
K heißt ein Bdativkörper oder OberJcörper in bezug auf Je; da anderer- 
seits der Körper K aUe Zahlen von h enthält, so heißt Tc auch ein 
Unterkörper von K. Der Körper K ist dem quadratischen Körper 

hiym) so übergeordnet^ wie dieser dem Bereich der rationalen Zahlen. 
Im folgenden sollen die Zahlen des Relativkörpers K mit großen 
griechischen Buchstaben bezeichnet werden, die Zahlen des Unter- 
oder Grundkörpers wie bisher mit den kleinen griechischen Buch- 
staben. Auch jetzt haben wir es i. a. nur mit den weiter unten de- 
finierten ganzen Zahlen des B>elativkörper8 zu tun, für welche diese 
Bezeichnung speziell gelten solL 

Zwei Zahlen a + jjy/i und a — /3)/ft, welche sich nur durch 

das Vorzeichen von }/^ unterscheiden, heißen rdativ konjugiert, und 
man pflegt zu sagen, daß die zweite Zahl aus der ersten durch die 

Substitution S (l/ji : — ")//*). hervorgehe. Analog wie früher mögen 
relativ konjugierte Zahlen durch denselben Buchstaben bezeichnet 
und durch ein beigesetztes S als A, S(Pi) usw. unterschieden werden. 
Femer sollen A und $(A) zwei Zahlen sein, die durch Ersetzung von 

|/m durch — ")/w, d. h. durch die Substitution s ()/w : — |/w) aus- 
auseinander hervorgehen. 

Eine beliebige Zahl aus K genügt einer Gleichung vom vierten 
Grad mit rationaien Koeffizienten. Es ist mithin absolut genommen 
K ein (spezieller) Zahlkörper vierten Grades. Alle Zahlen desselben 

A usw. sind rational durch B =« }//Ä + ]/w darstellbar in der folgen- 
den Form: 

A = a 4- »iB + a,B* + a^B\ 
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wobei a, €t^, a^y a^ rationale^ i. a. gebrochene Zahlen bedeuten. Die 
Zahl A befriedigt eine Gleichung vierten Grades mit rationalen Koeffi- 
zienten: 

(x - ^){x - s{^))(x — Sy^)){x - Ss{k)) = o. 

Eine Zahl A des Relativkörpers K heißt eine gange Zahl, wenn 
sie einer Gleichung genügt: 

x^ + ux + ß = 0, 

wo a, ß nun ganjse Zahlen aus k{ym) bezeichnen. Es genügt als- 
dann A einer Gleichung vierten Grades mit ganzen rationalen Koeffi- 
zienten ttj, Oj, Oj, a^ von der Form: 

X*' + a^x^ + a^a^ + a^x + a^ = 0, 

und es ist daher A auch eine ganze Zahl im Körper vierten Grades AT. 
Man kann die Definition der ganzen Zahl aber auch so fessen, daß 
man sagt, die Zahl A ist ganz^ wenn 

A + S(A) und A.S(A) 

ganze Zahlen des Unterkörpers sind. 

Das Produkt A*/Si(A) ans einer Zahl und ihrer relativ Kon- 
jugierten heißt die BekUivnorm der Zahl A^ und soll künftig mit 
-^*(A) bezeichnet werden. Die Belativnorm einer ganzen Zahl A aus 
K ist stets eine ganze Zahl des Grundkörpers k(ym). 

Die Relativnorm einer Zahl cc des Unterkörpers k ist N^(a) = «*, 
da S(a) = a wird. 

Aus der Definition der ganzen Zahl folgert man nun zunächst 

wieder^ daß jede ganze Zahl aus K^ welche dem Unterkörper k(ym) 
angehört, zugleich eine ganze Zahl dieses letzteren Körpers ist, und 
daß jede ganze Zahl aus K, welche rational ist, auch ganz und 
rational ist. Ferner beweist m^i auf dieselbe Weise, wie es f&r 
kubische ganze Zahlen in Nr. 39, S. 246 geschah, die Richtigkeit 
der in dem folgenden Satz enthaltenen Rechnungsgesetze: 

Satz. Die Summe, die Differenz und das Produkt von zwei 
ganzen Zahlen oais K ist uneder eine ganze Zahl des Kärpers}) 

Es wird somit auch die Difierenz: 

A, - A - S(A), 
welche die Belativdifferente der Zahl A heißt, ganz, wenn A ganz ist 

1) Wegen der in dieser Nummer eingeführten Begriffe vergl. Hilberth 
Bericht, Kap. V, S. 208 und Kap. XV, § 57, S. 277. 
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Von der größten Wichtigkeit ist noch der Begriff der Relativdishrimi' 
nante einer Zahl A, wie der Ausdruck: 

A(A) = (A - S(A))* 

genannt wird. Die Relativdiskriminante einer Zahl A kann auch auf- 
gefaßt werden als die negative Belatiynorm der Relatiydifferente von 
Ay indem die Gleichung gilt: 

A(A) N,iA,). 

49. Basis des Belativkörpers. 
Jede Zahl des Körpers K(y]i) ist darstellbar in der Form: 

cc + ßj/'^ 
Y ' 

WO nun ay ß, y ganze Zahlen des Körpers k sind. Es läßt sich nach 
den analogen Untersuchungen für die quadratischen und kubischen 
Körper vermuten, daß im Körper K unendlich viele Systeme von 
je vier ganzen Zahlen von der Besonderheit existieren, daß jede 
ganee Zahl aus K sich als lineare Kombination dieser vier Zahlen mit 
ganzen rationalen Koeffizienten darstellen läßt. 

Zunächst bemerkt man, daß alle ganzen Zahlen aus K in zwei 
Klassen zerfallen: 1.) ganze Zahlen, die in K liegen, aber nicht zu- 
gleich Zahlen von k sind, und 2.) solche, die zugleich ganze Zahlen 
von k sind. Die letzteren lassen sich in der Form 

darstellen, wo x, y ganze rationale Zahlen und 1, o eine Basis in k 
bezeichnen. Wir brauchen uns daher nur noch mit der Darstellung 
der ganzen Zahlen 

y 

zu beschäftigen, bei denen ß^O ist. 

Falls a, ßy y frei von allen unnötigen gemeinsamen Idealfaktoren 
angenommen werden, so findet man durch eine Überlegung, wie sie 
auch in Nr. 6, S. 21 ff. zur Anwendung kam, daß der Nenner y einer 
ganzen Zahl als Primfaktoren nur enthalten kann: 1.) solche Prim- 
ideale, welche in jit mindestens zur zweiten Potenz aufgehen und 
2.) ev. Primfaktoren der Zahl 2. Wenn der Grundkörper die Klassen- 
anzahl 1 besitzt, so enthält y auch keine anderen ev. Primfaktoren als 
eben die unter 1.) resp. 2.) genannten; wenn aber /^> 1 ist, so muß 
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man ev. a, ß, y durch ein bestimmtes akzessorisches Ideal teilbar Yor- 
aussetzen. 

Setzen wir fest^ daß die überstrichenen Buchstaben ä resp. t 

die größte ganze in und enthaltene Zahl vorstellen, daß also 

in sonst üblicher Bezeichnung ö =* und e— T - ist, so gelten 

jetzt die beiden folgenden Sätze, deren Beweis ganz nach dem Schema 
des Beweises in Nr. 6 geführt werden kann. 

1. Satz. Es besitze der Grandkörper kiyrn) die KlassenanzaM 
A = l; die Zahl 2 sei durch die Primfaktoren k^^ X^ zu den Po- 
tenzen l^ und 2, teilha/r: 2 = ^i^^l femer sei die ganze Zahl fi in 
ihre Primfaktoren zerlegt: 

II - Ai«i X^^ 7t^^ . . . V y 

und dabei mindestens einer der Exponenten a resp, e ungerade. Be- 
zeichnen alsdann g^ < l^ und g^ < l^ die größten positiven gangen 
Zahlen, für welche die Kongruenz: 

durch eine ganze Zahl v des Grundkörpers befriedigt werden kann, und 
ist V speziell eine solche Lösung dieser Kongruenz, daß 

gesetzt werden kann^), so ist: 

£1^ j'+j^ ^^+yf^ 

eine ganze Zahl des Körpers Kiy^i) und die vier Zahlen: 

1, <o, i2, (oSl 

bilden eine Basis des BeUxtivkörpers. 

Unter der Voraussetzung h ^ l ist also jede ganze Zahl des 
Körpers darstellbar in der Form 

WO y die in dem vorhergehenden Satz angegebene Bedeutung hat 
und wo a, ß ganze Zahlen aus k sind. 

1) Diese Voraussetzung darf man offenbar stets machen. Denn bedeutet v 
irgend eine ganze Zahl, so kann man v^ stets so bestimmen, daß die Kongruenz 

erfüllbar ist: v = «/»... jr/r^^ , (;i,*(^' + '*«)z,*^«+^), daja«i, . . . «^ zu 2 prim 
sind. 
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Es ist yielleicht nicht überflüssige darauf hinzuweisen^ daß nur dann 
g^ bez. 9s > sein kann, wenn a^ bez. a, gerade Zahlen sind, und daß 
femer v notwendig durch X^k^^ teilbar ist. Sollte Pi = ^j =*» sein, 

so vereinfacht sich also Sl auf die Form — • 

y 

2. Satz. Es besitze der Grundkörper ä(]/w) die KlassenamaM 
A > 1, und es sei: 

fenw: 

Wenn alsdann die Kongruenz: 

durdi eine gafiee Zahl des Grwndkörpers befriedigt werden kann und 
b — (/?!; j8,) ein Ideal bezeichnet von der Eigenschaft, daß b prim zu l^ 
und l^ ist und daß 

ein Hauptideal wird, wenn schließich wieder v so gewählt ist, was 

nach den Sätzen über lineare Kongruenzen stets möglich ist, daß das 

Hauptidecd 

{v) - pi^ ... p/r . n 
lüird, so sind stets: 

ganze Zahlen des Körpers K(y]i) und die vier Zahlen: 

1, (D, 5ii, ^sj 

bilden eine Basis des Belativkörpers, 

Die Wahl des Nenners y ist nach diesem Satze noch in beschränktem 
Maße willkürlich, je nach der Wahl von b, doch läßt sich jede ganze 
Zahl des Körpers auf eine solche mit dem speziellen Nenner y 
zurückführen. Denn nimmt man z. B. 

WO 

y b 

ist, und multipliziert man Zähler und Nenner von Sl mit .-, so wird: 



b 7 * 

weil ja ^ nach seiner KonBtmktioii teilbar ist durch b,. 

Aus jeder Basis lassen sich anendlich Tiele Qoadrapel Yon 
Zahlen ableiten, die ebenfidls eine Basis des RelaÜTkörpers bilden; 
irgend zwei dieser Quadrupel hangen durch eine Substitution 

mit ganzzahligen, dem Korper k(}fm) angehören Koeffizienten ron 
der Determinante x 1 zusammen. 

Zu dem zweiten Satz ist noch zu bemerken: das dort ein- 
geführte Ideal b konnte auch so gewählt werden, daS es nur die 
Ideale 1^, {^, p^, •••Pr ^ Primfaktoren enthalt, so daß y in 4ft 
aufgeht. Der zweite Satz enthält den ersten Satz als speziellen Fall, 
jedoch sind beide Sätze getrennt aufgeführt, da der erste Satz wohl 
unmittelbarer versiaiidlich ist. 
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Die Definitionen des Ideals und der Gleichheit zweier Ideale für 
die Körper zweiten und dritten (rrades lassen sich wörtlich auf den 
Körper K übertragen. Jedes Ideal j = (t, i^ des Unterkörpers ist 
auch ein Ideal 3 des Relativkörpers, dessen sämtliche Zahlen eben nur 
lineare Kombinationen von t, l^ mit ganzen Zahlen des Belativkörpers 
sind, und es ist 3 "= ]• Umgekehrt ist ein Ideal des Relativkörpers 3 
zugleich ein Ideal des Unterkörpers, wenn ^ ^^^^ durch ein System 
von Zahlen des Unterkörpers t, t^ darstellen läßt. Es ist aber selbst- 
verständlich nicht jedes Ideal ^ des Relativkörpers gleichzeitig ein 
Ideal des Ghnndkörpers. 

Die Definition des Hauptideals bleibt dieselbe wie früher. 

Nimmt man in allen Zahlen eines Ideals ^ ^^ Substitution 

ti (]//A : — y^) vor, so erhält man wieder ein Ideal, welches mit 5(3) 
bezeichnet werden kann und welches das zu 3 relativ hmjugierte Ideal 
heißt. Ein Ideal ^, das seinem relativ konjugierten Ideal gleich ist 
und welches kein Ideal aus k als Faktor enthält, bezeichnet man 
als ambiges Ideal. 

Indem man alle Zahlen eines Ideals durch eine Basis 1, cd, H^, H^ 
ausdrückt und die Überlegungen wiederholt, welche an andern Stellen 
zur Herstellung einer Basis des Ideals benützt wurden, findet man, 
daß jedes Ideal ^ sich in der Form anschreiben läßt: 
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3 =- ii h I, li), 

WO iy i, \y \ eine Basis des Ideals bedeuten. 

Bezüglich der Definitionen des Produkts zweier Ideale, der Norm 
eines Ideals , und des Beweises der eindeutigen Zerlegbarkeit eines 
Ideals in Primfaktoren kann ich mich mit dem einfachen Verweis 
auf die Nrn. 11 und 43, 44 begütigen. 

Bezeichnet dann n(j) die Norm eines Ideals \ aus hy und zwar 
nur in bezug auf diesen Orundkörper Tc selbst, und ist femer ^(j) die 
Norm desselben Ideals für den Oberkörper Kj so gilt die Gleichung: 

m) = niff. 
Ist \ = {iy Iq + h^o) ein Ideal aus k, so bilden für dasselbe, als Ideal 
aus K{y]i) vier Zahlen von der Form: i, »© + fi©, a^ + ftiO + ^ ^u 
o, + 6,(D + Cji^Äj -|- 9hSl^ ei^e Basis. Darum ist N(y) = (»h)*«» w(j)*. 
Wäre z. B. (und dieser Fall wird später auftreten) p ein Ideal, 
das dem Grund körper angehört, "^ ein Ideal aus ir(V^ft) von der Be- 
scbaffenheity daß p » ^^^ wird, so folgt: 

(n(p))> = jyr(p) = Nm = N{%)\ 

also schließlich, da n(p) und N{^) ganze rationale positive Zahlen 

bedeuten: 

»(p) = JYCW. 

Eine Erweiterung des Begriffs Norm eines Ideals ist der Begriff 
der Relativnorm eines Ideals 3, als welche man das Produkt: 

^t(3) = 3 • 5(3) 

bezeichnet. 

Die BeUxtivnorm eines beliebigen IdecUs 3 ^^' ^ ^^^ sU^ts ein Ideal 
des Grundkörpers. 

In der Tat, es bezeichne 

3 = (i. h I, li) 

ein Ideal aus dem Relativkörper, dargestellt durch seine Basis. 
Vereinigt man nun alle Zahlen aus dem Ideal ^'8(^)y welche im 
Grundkörper liegen, zu einem Ideal j: 

i -(»•', h, i*, \S(\), \,S(\,), ISIi+ \,S\, \\,S{\\,) ...), 

das ebenfalls dem Grundkörper angehört, so ist j identisch mit ^ • S{^). 
Denn da z. B. 

iS(g + iiS(i)^o, 0) (1) 

iÄ(i).i,s(g = o, 0«) (2) 

ist, so folgt, daß auch die Kongruenzen gelten: 

ISOJ^O, (j) und l,S(l)sO, (j). 
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Wäre nämlich ^ ein Teiler von j, und I • SQj) prim zu ^, so ist 
nach Kongruenz (1) auch 1^ • S(\) prixn ^, daher könnte I • 5(1 J - lijSF(i) 
nicht durch ^' teilbar sein, wie die Kongruenz (2) verlangt. Ebenso 
folgt, daß auch i8(\\ il usw. durch j teilbar ßind oder es ist j — -^^(3)» 
wie der Satz behauptet 

Hieraus folgt speziell, daß das Quadrat jedes ambigen Ideab SC 
stets ein Ideal des Grundkörpers k ist. 

[Anmerkung. Den Beweis für die eindeutige Zerlegbarkeit der 
Ideale in Primideale kann man, statt nach dem Vorbild von Nr. 13 
oder Nr. 43, S. 265 ff., auch anders führen. Man beweist zunächst 
den letzten Satz: das Quadrat eines ambigen Ideals ist stets ein Ideal 
des Orundkörpers; und benützt alsdann die Fundamentalsätze, welche 
für diesen Grundkörper gelten.] 

Für die Kenntnis des Relativkörpers sind nun noch zwei neue 
Begriffe besonders wichtig: die Begriffe der Relativdifferente und der 
RelcUivdiskriminante des Körpers. 

Die erstere ist der größte gemeinsame Teiler der Relativdifferenten 
aller ganzen Zahlen des Körpers: 

X, => (A - S(A), A, - S(Ai), . . .); 

die Relativdiskriminante ist: 

b = ®,» = (A - S(A), A, - Ä(A,), . . .y. 

Die Relativdifferente ist ein Ideal aus Ky die Relativdiskriminante 
aber ein Ideal des Grundkörpers, da ja die Gleichheit 

gilt. 

5L Die Teiler der Relativdiskriniinante. 

Satz. Wenn p ein in (2) nicht cmfgehendes Primideal des Grund- 
Jcörpers k ist, welches in (fi) genoAA zwr ^^ Potenz aufgeht, so ist die 

Relativdiskriminante des Oberkörpers K(y^ dann und nur dann durch 
p^ teilbar j faUs e ungerade ist. 

Wenn ferner im Grundkörper Ä:()/m) die Zerlegung (2) « i^ l^ gut, 
uml wenn l^ in (ft) zur a^^ Potenz enÜmUen ist, so ist die Bdatith 

diskriminante von K(}/]i) dann und nur dann prim zu l,., wenn im 
Grundkörper eine ganze Zahl v existiert, so daß 

ausfällt}) 

1; Verjirl. Hubert, Math. Ann., Bd. öl, S. öff. 
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Beweis. Nach der oben aufgestellten Definition der Relativ- 
diskriminante ist 

b « (A - S(A), \ - s{\y, . .)*. 

Wenn nun hierin die Zahlen A, durch die Basis (vergl. Nr. 49 S. 298 ff.) 
ausgedrückt werden^ so folgt: 

j^ _ /2ft VII 2ß,YiL 2 (xß, + yß,)y'{i y 

oder 

b • fy») = W • (2)' (/}. ,ß,f = (ft) (2)» • b», 

also nach Einsetzung der Primfaktoren: 

Aus dieser Darstellung der Relatiydiskriminante folgt die Richtig- 
keit des Satzes unmittelbar. 

Ist e. gerade, also ^' ^ e^J so ist b prim zu p^; ist dagegen e^ 

ungerade, so wird e^ => 2e, -|- 1 und b enthält den Faktor p/, womit 
der erste Teil des Satzes bewiesen ist. 
Gilt femer die Kongruenz: 

SO muß zunächst a^ gerade sein, und man hat in dem Ausdruck 
fär y die Zahl g^ ^ l^ zu setzen (yergl. S. 299). Alsdann enthält der 
Zähler und Nenner des Ausdrucks b die Potenz l?h + ^i und es ist b 
prim zu I^. Ist indessen a^ ungerade, oder gilt die Kongruenz: 

fi-v", (l/(^* + «.)) 

nur für ein g^ < I^, so enthält b notwendig den Faktor l^ und damit 
ist auch der zweite Teil des Satzes bewiesen. 

Durch eine Zusammenfassung der Resultate für 4^ und I, ergibt 
sich aus dem zweiten Teil des yorhergehenden Satzes: 

Satz. Wenn (n) prim ist eu (2) und es gut die Kongruenz: 

.a ^ V», (2»), 

SO ist die Belativdiskriminants b des Körpers jK^(|//t) a^wh ihrerseits 
prim zu dem Ideal (2). 

52. Die Frimideale des Belativkörpers. 

Die Entscheidung darüber, wann ein Primideal p des Grund- 
körpers k im Relatiykörper K zerlegbar ist oder nicht, ist in den 
folgenden Sätzen ausgesprochen (Hilbert, 1. c., S. 8 f.). 
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1. Satz. Wenn p ein PrimidecU des Korpers k bezeichnet, todehes 
relativ prim ist zu den ZaJüen fi und 2, so ist p dann und nur dann 
im Rdativhörper K in das Produkt zweier voneinander verschiedenen 
Primideale ^, ^^ zerlegbar, wenn (i quadratischer Best nach p isij 
d, h. wenn eine ganze Zahl a in k existiert, so daß 

(i = a^ (p) 
ausfäUt, 

Beweis. Wenn die Kongruenz erföllt ist: 

^ = «S (vi 

so setze man 

« 

dann sind $ und S(^) zwei voneinander yerschiedene Ideale, da 
wegen der Voraussetzung über p und (i auch a prim ist zu p und 
folglich : 

(p, a+y^,cc-V^, 2a, 2>^, 2j*) = (1) 

wird, Ferner gilt für p die Gleichung: 

p = ^ • S(^) - (f, v(a + y^i), p(a - K«), ^ - «*, 2pa, 2p,», p . . .) , 

womit ein Teil der Behauptung des Satzes bewiesen ist. 

Setzt man nun umgekehrt voraus, daß p ein Primideal des 
Körpers k ist^ welches im Relativkörper K in ein Produkt zweier 
Ideale zerfallt, nach der Gleichung: 

p -= ^ • *i, 

so folgt zunächst aus der Gleichheit der Relativnormen der beiden 
Seiten der Gleichung: p' - ^/S(?P) • ?Pi/S(5ßi), daß ^i = S(?P) zu" 
nehmen ist, weil ja nur eine einzige Zerlegung von p existiert. Be- 
deutet alsdann A eine Zahl aus ^, welche dem Relativkörper angehört, 
dann wird notwendig: 

N,(^) ^ 0, (p). 

Ist etwa A = " »"P rf*^ gQ jg^ ^^ g^ mehr 

N,{a + ßV^)^ 0, (p). 

Es sei zunächst (y) nicht durch p teilbar. Wäre /J = 0, (p), so 
müßte auch a = 0, (p) sein, dann würden a und ß selbst dem Ideale p 
angehören, deshalb dürfen wir von dieser Annahme absehen. Wenn 
aber ß prim zu p ist, so gibt es, wie gezeigt wurde, eine ganze Zahl 
I in k, für welche 

^1 = ± 1, (P) 

wird, und es ist | ebenfalls prim zu p, daher ei^bt sich aus: 
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«* - ^«ft = 0, (p), 
anch: 

(6«)* - ,« ^ 0, (p), 

oder es ist ft quadratischer Rest nach p. Falls nun weiter p in y 
aufgeht, aber prim ist zu ß^ so bleibt die bisherige Überlegung und 
das Resultat richtig. Ist aber y durch p^ und ebenso u und ß durch 
p* teilbar^ e^ ^ e^ so sei d ein zu p^ relativ primes äquiralentes Ideal, und 



— = , WO ;r genau durch die e^ Potenz von p teilbar sein soll; dann 

setze man a « «* und /J = — /S*, alsdann sind «* und ^ prim zu p, 

und es muß nun «** — /3**|Lt ^ 0, (p) sein, usw. 

Dies ist also wieder dasselbe Resultat wie in dem vorigen Fall 
und damit ist der Satz vollständig bewiesen. 

Nach einem ganz analogen Verfahren, wie wir es eben verwendet 
haben und unter Benutzung der frQher aufgestellten Basis f&r den 
Relativkörper zeigt man die folgende Tatsache: 

2. Satz. Wenn \ ein Primideal des Körpers ä(}/w) hezeidinet, 
dessen l/^ Potenz in 2 aufgeht, wenn femer fi prim zu l^ und kongruent 
dem Quadrat einer ganzen Zald aus k nach (/'* isty so daß also die 

Relaiivdiskriminante von -2r(}/ft) zu l,. prim ausfällt^ so ist i^ im 

Relativkdrper K{yii) dann und nur dann in zwei voneinander ver- 
schiedene Primideale zerlegbar, wenn es eine ganze Zahl a in k gtbt, 
für welche die Kongruenz gut: 

Die beiden vorstehenden Sätze geben eine Entscheidung über die 
Zerlegbarkeit derjenigen Primideale aus k, welche nieM in der Relativ- 
diskriminante enthalten sind. Zur Ergänzung der vorhergehenden 
Sätze gehören daher die beiden folgenden Sätze: 

3. Satz. I}ie Relativdifferente des Relativkörpers JSr()//i) ist durch 
alle und nur diejenigen Primideale teilbar^ wdche ambig sind. 

Beweis. Die Relativdifferente 2)^^ ist selbst ein Ideal, das seinem 
relativkonjugierten Ideal gleich ist, und kann nur durch ambige 
Primideale oder ev. Primideale aus k teilbar sein. Setzt man nämlich: 

und nimmt % ^(j, ... ^^^ als Primideale aus K an, so ist doch auch 
wegen ^i = iS(^t): 

Es muß also entweder ^ = S{^) usw. sein, oder ^ = S(5ß^). Wenn 

Sommer, Zahlentheorie. 20 
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daher zwei relativkonjugierte Ideale ^^^ und S{^^ verschieden wären, 
so müßte ^f^ durch das Idealprodukt ^a'^C^J teilbar sein. 

5ß^S(5p^) = Nj^{^a) "^ V ist aber ein Ideal des Grundkörpers k 
und kann jedenfalls dann nicht in ^^ aufgehen^ wenn p verschiedea 
ist von li7 Ij, d. h. wenn p prim ist zu der Zahl 2. Es enthält 
nämlich die Belatiydiskriminante b = S)t*=(A — /S(A), \—S{W ...)* 
außer den ev. Faktoren der Zahl 2 nur solche Primideale p des 
Grundkörpers, welche in ft zu ungerader Potenz enthalten sind, und 
zwar steckt dann p genau zur Potenz 1 in b. Wenn nun schon S^ 
durch ein Primideal p teilbar wäre, so wäre b = 35^* durch p* teilbar, 
im Widerspruch zu der vorhergehenden Behauptung. 

Enthält femer die Relativdiskriminante b ein Ideal I^, das in der 
Zahl 2 aufgeht, so läßt sich zeigen, daß I,. gleich dem Quadrat eines 
ambigen Primideals il^ des Oberkörpers K wird, welches alsdann in 
der Relativdifferente enthalten ist. 

Ist nämlich erstens l^ zu ungerader Potenz in ft enthalten, dann 

wird offenbar I<— (f.-, Y^if ^2^, und.iJ^ ist ein von (1) verschie- 
denes, ambiges Ideal des Oberkörpers. Steckt hingegen (^ zu gerader 
Potenz a^ in fi und ist (mit der in Nr. 49 verwendeten Bezeichnung) 
die Kongruenz: 

nur für eine Zahl g^ < l^ erfüllt, so kann man die ganze Zahl 

r 

derart bestimmen, daß ^^^(A) durch [^ teilbar ist. Nach der Voraus- 
setzung über die Zahl fi ist y durch Ifi-^^t und a durch I/» teilbar, 
und es bleibt in der Tat nur zu zeigen, daß a und ß derart gewählt 

werden können, daß: 

«2-/3^ = 0, (IM- + «< + !) 

wird. Setzt man, analog wie im Beweis des ersten Satzes, 

^ = j /LI* und a = - a*, 

wo X genau durch die Potenz I^*«/* und keine höhere Potenz von I,. 
teübar und 6 prim zu l^ ist, während nun o* und fi* prim sind 
zu (,., so hat man a* und ß so zu bestimmen, daß die Kongruenz: 

«*«-^V*-o, {li^'i^') (1) 

befriedigt wird. Weü ß prim ist zu l^, so ist diese Kongruenz gleich- 
wertig mit der weiteren: 
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I« _ ^» ^ 0, H*'i + 0, (2) 

wobei außerdem 

,a* = 1/*«, (l/^. ) (3) 

sein muß. 

Wenn erstens das Ideal (2) im Unterkörper k Primideal ist^ so 
ist in der Kongruenz (1): gi=^0 zu nehmen und es bleibt nach- 
zuweisen, daß die Kongruenz 

|»-^a*^0, (2) 
stets eine Lösung besitzt. 

Nun ist die Zahl 2 im Körper k(ym) nur dann unzerlegbar, 

wenn *» = 5, (8) ist. Dann bilden 1, o = ^ ®^® Basis des Grund- 
körpers, und wir dürfen 

setzen. Wegen: 

ß>^ = "* 7 ^ + ^' und ''^ 7 ^ - ^' (^) 
wird nunmehr: 

g*-ft* = a;« + y*-a + (y«-6)cD = 0, (2) 

und diese Kongruenz ist stets in ganzen Zahlen Xj y lösbar, weil die 

Kongruenzen 

iP' + y^ - a = 0, (2) und y* - 6 = 0, (2) 

unter allen Umständen lösbar sind. 

Wenn zweitens die Zahl 2 im Unterkörper k zerlegbar ist, also 
entweder (2) » li • Ig oder (2) = I^^ ausfällt, so hat man im ersten 
Fall zu entscheiden, ob die Kongi'uenz: 

l> _ ^* ^ 0, (C,^;, (4 

und im zweiten Fall, ob die Kongruenz 

I» _ ^* ^ 0, (l,) (5) 

resp. 

l'-f-*^ 0, (I,») (6) 

lösbar ist. 

Für jede dieser drei Möglichkeiten existiert aber eine Lösung. 
Wir beschäftigen uns zunächst mit der letzten Möglichkeit, d. h. 
mit der Kongruenz (6). 

Die Kongruenz 

r - M* ^ 0, {{,*) 

hat eine Lösung, denn aus der Voraussetzung: 



20 
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folgt: 

^* - ^^ dl*), 

und zwar ist | = v*. 

Wenn nun nicht schon i = v* eine ganze Zahl des Körpers ist, 
für welche: 

ausfällt, so setze man 

li = g + Ax, 

wo jetzt l eine durch die erste Potenz von l^, nicht aber dnrch t|* teil- 
bare Zahl sei. 

Die Kongruenz 

ist alsdann gleichwertig mit der folgenden: 

Da nun prim ist zu l^; so ist diese Kongruenz von genau der- 
selben Form 5* — f** = 0, (l^), von welcher auch die beiden noch 
zu untersuchenden Kongruenzen sind. Weil in diesen n(IJ =» 2 ist, 
so ist jede Zahl des Körpers kongruent einer ganzen rationalen zu 2 
primen Zahl^ und die Kongruenzen 

sind sicher lösbar, da die Kongruenz 

x^^a = 0, (2) 

stets in ganzen rationalen Zahlen lösbar ist. 

In allen eben betrachteten Fällen ist somit das Ideal l^ im 
Relatiykörper zerlegbar. Da ein Ideal 

stets auch die Zahl ■ enthält, weil: 

(■.+;}S) + («-«'v;) 3,0,(1,) 

und 

("+'"'') -("-/ö),, 0,(0 

ist, so sind die sämtlichen aufgestellten Ideale ambig. 

Hiermit ist der erste Teil unseres Satzes bewiesen. 

Es bleibt noch zu beweisen, daB ^^ auch durch aUe ambigen 
Ideale teilbar ist. 
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« 

Zu diesem Zweck sei ^ ein ambiges Ideal, und: 

bezeichnet dann n die Norm im Körper A*, N die Norm im Körper K, 
so ist: 

Aus der Gleichheit der Normen der Ideale p und ^^^ folgt^ daß 
das Yollsiändige Restsystem nach ^ durch lauter Zahlen des Unter- 
körpers h gebildet werden kann, indem ja eine Zahl, welche durch p 
nicht teilbar ist, noch weniger durch ^ teilbar sein kann. Folglich ist 
jede Zahl des Relatirkörpers nach einem ambigen Ideal ^ einer Zahl 
des Ghrundkörpers kongruent. 

Aus: 

folgt jedoch auch: 

und daher wird: 

A _ S(A) ^ 0, (^). 

D. h. aber, alle Zahlen aus T^^ sind in ^ enthalten, und daher ist 
®4 teilbar durch Sß, 

Der Satz 3 ist damit in allen Teilen bewiesen. 

[Anmerkung. Aus dem Satz 3 folgt direkt auch die Bemerkung, 
daß ein Ideal l^, welches nicht in der Relatiydiskriminante aufgeht, 
im Relativkörper entweder gar nicht zerlegbar ist, oder in zwei yon- 
«inander verschiedene nicht ambige Primideale zerfällt. 

In der Tat ist ja dann ^ ^ v*, (iVi + «<), und der Nenner y der 

ganzen Zahl ^tP^^ enthält den Faktor l/« "•"*», während ß prim 

zu l, ist. Für den Fall, daß nun ^^ = (l^, " + ^^^"j ein Primfaktor 
von (j wird, ist notwendig 

da ( --'^ ) prim zu l, ist] 

Es ist nun Yollends leicht, aus dem dritten Satz den letzten Satz 
abzuleiten: 

4« Satz. Jedes Primideal des Grundkörpers k, wdches in der 
Relativdiskriminante aufgeht, ist im BdaUvkörper ffleich dem Quadrat 
eines ambigen Priniideals, Umgekehrt ist jedes Primideal p des Grund- 
körperSy weiches durch das Quadrat eines Primideais aus detn Rdativ- 
körper teilbar ist, in der Bdativdiskriminante b enthaUefh 
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Beweis. Wenn ^ ein ambiges Ideal des Relativkörpers ist, 
dessen Quadrat ein Primideal p in 2; wird, so geht ^ in der Relativ- 
differente X^ und folglich ^' = p in der Belatiydiskriminante auf, da 
ja b » ^^' ist. Es ist also jedes Ideal aus k, welches gleich dem 
Quadrat eines ambigen Primideals ist, in der RelatiTdiskriminante 
enthalten. Wenn femer p « ?ß* - C ist, so ist auch p = S(^)*iS(D), 
woraus zunächst folgt, daß ^ » S{^), £1 » '^C^) ^^^ muß; und da 
nun ^ä^($) in k liegt, so ist SZl = (1), p also gleich dem Quadrat eines 
amhigen Ideals. 

Geht femer p in der Relativdiskriminante b auf, so geht p in S)/ 
auf, es muß daher p » $^ werden, . da ®^ durch alle und nur 

durch ambige Primideale des Körpers K{y^ teilbar ist. 



Die bisher entwickelten Sätze sind ganz allgemeiner Natur. Ich 
will nun an verschiedenen numerischen Beispielen die Grundgedanken 
weiterer allgemeinerer Untersuchungen (Vgl. Hilberts früher zitierte 
Abh.) erläutern. Die Sätze der folgenden Nummern sind insbesondere 
im Hinblick auf das schon in der Einleitung zu diesem Abschnitt ge- 
steckte Ziel: Entwicklung und Beweis der einfachsten quadratischen Rezi- 
»prozitätsgesetze für den Grundkörper *(y^), ausgewählt 



58. Die BelativdiakTüninante eines Oberkörpers in besug auf einen 
imagin&ren Orundkörper mit ungerader Klassenangahl. 

Über den quadratischen Unterkörper k soll für das Nächstfolgende 
vorausgesetzt werden (Hilbert, Math. Ann. 51 S. 27), daß er 

1.) ein imaginärer Körper istl 
2.) eine ungerade Klassenanmhl besitat. 

Wegen der ersten Bedingung ist auch jeder Eelativkörper K{y]i) 

ein imaginärer Körper. Absolut betrachtet ist K (Yfi) ein Körper vierten 

Grades, der, wie seine sämtlichen konjugierten Körper, imaginär ist. 

Es läßt sich alsdann mit Hilfe des Satzes von Minkowski, ähnlich 

wie in Nr. 47 S. 286 flF., beweisen, daß im Körper K (|/ft) eine einzige, 
von ± 1 verschiedene, Grundeinheit E existiert, deren Norm eine 
Einheit im Grundkörper k ist also gleich + 1, wenn wir von den 

Körpern k (Y— l) imd k ()/— 3) absehen. 

Durch die zweite Bedingung ist der Grundkörper noch näher 
bestimmt. Aus den Sätzen über die Anzahl der Geschlechter in einem 
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quadratischen Zahlkörper i folgte daß diese Anzahl für einen imagi- 
nären Körper stets gerade sein muß^ wenn die Diskriminante des 
Körpers mehr als eine Primzahl enthält. Offenbar wird dann aber 
auch die Klassenanzahl gerade. 

Die zweite Bedingung ist darum nur erfSllt, wenn m eine negative 
Primzahl von der Form i» = 1, (4), oder wenn ;w = — 1, w = — 2 ist. 

Für den Körper Je (y — 3) existiert bereits eine Untersuchung 
des quadratischen Reziprozitätsgesetzes und der quadratischen Ober- 
körper von Herrn Dörrie, auf die ich einfach verweisen kann^ ich 

will daher den Körper lc(y— 3) und den schon von Gauß be- 
handelten Körper h (]/— l) ausschließen und mich mit den übrigen 
Körpern beschäftigen, die den gestellten Bedingungen genügen. Die 

zu betrachtenden Körper sind alsdann: it(y— 2), V— - 7, y— 11, 

y^l9, y-23, l/-3i, V^^, ]/- 47 usw. usw.; welche die resp. 
Klassenanzahlen 1, 1, 1, 1, 3, 3, 1, 5 usw. besitzen. 

Nun ist es nicht schwer, zunächst folgende fundamentale Tat- 
sache einzusehen: 

Satz. Wenn der Grundkörper k(ym) ein imaginärer Körper mit 

ungerader KlassenanzcM h ist, so ist für jeden RdcUivkörper K(Yii) 

die ReioMvdishrimina/nte in bezug auf den Körper k(ym) verschieden 
von ± 1. 

Beweis. Nach den Sätzen über die Belatiydiskriminante des 

Körpers £'()//i) enthält diese als Faktor: 1.) ein zu 2 primes Prim- 
ideal p aus k, wenn ju durch eine ungerade Potenz p teilbar ist, 
2.) das in (2) aufgehende Primideal l aus k, falls fi durch V*, das 
Ideal (2) durch V teilbar ist, und die Kongruenz: 

nicht durch eine ganze Zahl a des Körpers k erfüllt werden kann. 

Es ist schon früher darauf hingewiesen worden, daß diese letztere 
Kongruenz von vornherein nur dann erfüllbar ist, faUs a gerade, a^2e 
ist. Angenommen nun, (i sei durch die Primideale Pi> Ps> • • • l teilbar, 

so kann die Belativdiskriminante von £'(|/fi) sicher nur dann zu 
allen diesen Faktoren prim ausfallen, wenn 

ist. Es wäre somit: 

da aber andererseits die Äquivalenz gilt: 
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yro h nach Voraussetziing eine ungerade Zahl ist^ so müßte auch: 

ausfallen. Es wäre also ii ^ ev^, das Produkt aus einer Einheit mit dem 
Quadrat einer ganzen Zahl v. 

Der Körper K(y€i^) stimmt aber überein mit dem Körper JC()/e) . 
Um zu zeigen, daß die Relativdiskriminante von ± 1 verschieden ist, 
bleibt daher nach dem Schlußsatz Ton Nr. 51 S. 303 nur zu beweisen, 

daß in dem Körper k(ym) die Kongruenz 

nicht lösbar sein kann. 

Da die Körper ä(V-- l), k(y^S) von der Betrachtung ausge- 
schlossen sind, so könnte nur £ =» — 1 sein, und man hat zu unter- 
suchen, ob die Kongruenz 

-l^(x + ya)«, (4) 
in ganzen rationalen Zahlen x, y lösbar ist. 

Sei cö = — - — , so ist co* = — ~ -\- cj; man erhält ^o: 

_ 1 = ^ + "»- 1 y» + (2xy + y«)a,, (4), 
d. h. es müßte gleichzeitig: 

**+"*7%*+l-0, (4) 

und 

2xy + f = Oy (4) 
sein. 

Wenn nun die zweite Kongruenz in ganzen Zahlen x, y lösbar 
ist^ so ergibt sich y notwendig gerade, da andernfalls 2xy -\' y^ un- 
gerade wäre. Sodann bliebe für x noch die Kongruenz: 

^ + 1^0,(4) 

ZU erfüllen, aber diese ist in ganzen Zahlen nicht lösbar. D. h. es 
kann keine Kongruenz von der Form £ ^ a^, (4) bestehen. 

Die Relativdiskriminante von Kiye) ist also nicht prim zu 2 
und daher verschied«! von -f 1. Mithin ist der Satz bewiesen. 
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-54. Einfache FSJle des Hilbertisohen quadraÜBOheii 

BeziproBitätsgesetaes. 

Satz. Eine ganze oder (fehrochene Zahl B des Reiativkörpers 

K{yii)y deren Belativnorm in beeug auf h gleich -f 1 iM^ läßt sich als 
Quotient zweier relativ konjugierter ganzer Zahlen des BelaiivJcörperSy 

rf. h. in der Form. „rr-. darstellen. 

Beweis. Setzt man (vgl. Nr. 23 S. 108) unter der Voraus- 
setznng B + — 1 • 

^ = 1 + B, 

so wird 

Ä(A.) - 1 + S(B) - B (1 + B;, 

und folglich wird einfach B= ^rly Indem man nun eine ganze 

rationale Zahl a so wählt, daß a\ eine ganze Zahl ist, so wird auch 
a*9(Ai) ganz. Es entspricht daher A = aA^ den Anforderungen des 

Satzes, indem nun B — ^^ ausfallt. 

Mit einer Betrachtung, welche ohne weiteres aul* beliebige Grrund- 
'körper anwendbar ist, kann man den Satz auch folgendermaßen be- 
weisen: 

Nach Voraussetzung ist B • S(B) = + 1; wenn nun 6 eine ganze 
den Relativkörper bestimmende Zahl ist, so setze man: 

°' x + S{e) ° 
und 

A, = 1 + B., 

dann folgt zuerst B^ « v Va" • D^i"^ *^8 der letzten Gleichung ergibt 

sich unter Berücksichtigung der vorhergehenden: 

B,5(AJ = B,(l + S(B^) = B, + 1 = A,. 

Wählt man jetzt x gleich einer ganzen rationalen Zahl a derart, 
daß B^ nicht verschwindet, was offenbar stets möglich ist, dann kann 
man setzen: 

woraus 

sich ergibt. Schreibt man alsdann A^ = , , indem A eine ganze Zahl 
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deB Uelativkörpers und b eine ganze rationale Zahl beaEeichnet, so 
ist auch 

° ,S'(A'.' 

nnd dies war zu beweisen. 

Satz. Wenn die Bdativdiskriminante des Körpers KiY^ nur 
ein einziges PrimidecU p aus k enfhäU^ so ist die Rdativnorm der 
Grundeinheit E in K gleich — 1. 

Beweis. Es bezeichne E die Ghrundeinheit des Körpers K(yji). 
Angenommen^ die Belatiynorm dieser Grundeinheit sei + 1, d. h. 
N^(E) »= + ly so existiert nach dem vorhin bewiesenen Satz im BelaÜT- 
körper K eine ganze Zahl A von der BeschafFenheit, daß: 

E = ^^^^ oder A = ES(A) 

ausfällt. Jeder Zahlenfaktor aus K, welcher in A au^eht^ mufi daher 
auch in S(K) aufgehen. Dies bedingt aber, daS A nur durch am- 
bige Ideale aus K und außerdem ev. nur durch Ideale des Grund- 
körpers teilbar sein kann. Nach Voraussetzung enthalt jedoch der 

Oberkörper K(y]i) nur ein einziges ambiges Ideal ^. Nun gibt es 
im Grundkörper ein Ideal m von der Eigenschaft, daß m • ^ = 

P Vr n^jj.^ yfQ ß ujjjj y ähnliche Bedeutungen haben wie im Satz fiber^ 

die Basis des Körpers, S. 299; da femer der imaginäre Grundkörper 
nur die Einheiten ± 1 enthält, also ^^(E) » + 1 sein muß, so kann 
A stets von der Form angenommen werden: 

A-Ha oder k==HiYii, 

wo a eine ganze, £ eine ganze oder gebrochene Zahl aus k(ym) 
und H eine Einheit des Relativkörpers bezeichnet. 
Hieraus würde sich aber ergeben: 

E wäre also überhaupt keine Grundeinheit. Die Annahme des Be- 
weises ist mithin nicht zulässig. Daher bleibt nur die Möglichkeit 
übrig, daß N^(E) 1 ist. 

[Anmerkung. Um Mißverständnisse zu vermeiden, weise ich 

nochmals darauf hin, daß die Grundkörper k {}/— l) und k (V— 3) 
von der Untersuchung ausgeschloss^i sind. Bei beiden sieht man 
leicht durch eine gesonderte Betrachtung, wie der vorstehende Satz 
zu modifizieren ist.] 
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Aus dem soeben bewiesenen Satz kann man jetzt weiter den 

Schluß ziehen^ daß die Elassenanzahl H eines solchen Körpers £'(]/fi) 
ungerade ist. (Vergl. hierzu die analoge Betrachtung von Nr. 23, S. 1 10.) 

Angenommen nämlich^ die Klassenanzahl des Körpers £'(l/fi) 
sei gerade^ so gibt es ein Nichthauptideal ^ von der Beschaffenheit, 
daß 9[« ~ 1 ist. Dann ist aber auch 8{^f ~ 1 und {^SQ))^ ~ 1. Da 
andererseits ^S(^ = j ein Ideal des Grundkörpers ist und j* ~ 1 aus- 
fällt, so muß wegen der Voraussetzung, über A, das eine ungerade 
ganze Zahl ist, auch 3^(3) ~ 1 sein. Aus 3* ~ 1 und 3Sf(3) ~ 1 folgt 
daher 3 ~ S(3) oder 3 = (B)fi^(3)> wo B eine gebrochene oder ganze 
Zahl des Körpers vorstellt, deren Relativnorm alsdann ± 1 sein muß, 
weil der Körper Ic nur die Einheiten 4: 1 enthält. Ist 3/^(6) = + 1-, 

so kann man ohne weiteres eine Gleichung B = ^ ^ ansetzen, wo 

A und /S(A) ganze Zahlen des Körpers sind; ist aber N^.{K) = — 1^ so 

ist ^;t(EB) = + l, und man darf wieder EB = ^ setzen. In beiden 

Fallen kann somit die Idealgleichung 3 = (B)^(3) ersetzt werden 
durch die andere (A)3 = S(A3). Es würde also wieder jeder in 
(A)3 aufgehende ideale Primfaktor auch in /S(A3) aufgehen müssen. 

Weil aber in 'K{yfii) nur ein einziges ambiges Ideal ^ ezistieri; 
und man stets ein Ideal tn des Grundkörpers k angeben kann, so daß 

Tn.5p = (^^) wird, so ist entweder: (A)3==j, oder: m(A)3 = j(''^V 

wo '\ jedesmal ein Ideal aus Tc bezeichnet. Es wäre daher in beiden 
Fällen 3 äquivalent einem Ideal des Ginindkörpers, ev. einem Haupt- 
ideal, und da alsdann 3* '^ 1* ~ 1 neben 3* ~ 1 bestünde, so wäre 
3 ~ 1, was der Voraussetzung über 3 widerspricht. 

Zur bequemeren Formulierung der weiteren Sätze hat Herr 
Hilbert in seinen Abhandlungen über den relativ quadratischen 
und relativ ^belschen Zahlkörper folgende Bezeichnungen gebraucht^): 

Definition. Ein zu 2 primes Primideal p des Grundkörpers 

i(V^), nach welchem jede Einheit in ä()/w) quadratischer Best ist, 
heißt ein primäres Primideal, jedes Primideal dagegen, welches nicht 
dieser Bedingung genügt, heißt ein nicht primäres Ideal. 

Da übrigens nach den Voraussetzungen* über den Grundkörper 
die einzigen Einheiten desselben + 1 sind, so ist jedes zu 2 prime 

1) Der Name imd der Begriff der primären Zahl ist von C. F. Gaufi ein- 
geführt worden. Werke Bd. U. Tbeoria resid. biquadrat. Com. sec. Nr. 36. 
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Primideal p primär, nach welchem — 1 quadratischer Best ist Für 
Kolehe primäre Primideale gilt nun der folgende Satz: 

Satz. Ist p ein primäres Primideal des Körpers k, dann f/iU es 
stets eine Zaid ;r in diesem Körper ron der Eigensdiaft^ daß (ar ) = p* 
id und daß die Konf/ruene: 

7t ^ a'y (4; 

durch eine ganze Zahl a aus 1c erßUlt werden kann. 

Beweis. Der Beweis dieses Satzes gestaltet sich bei den be- 
schränkten oben getroffenen Voraussetzungen sehr einfach. 

Entweder ist p ein Primideal ersten Grades oder zweiten Ghrades. 
Im letztem Fall hat man eben p ^ (j>), und da p und p prim sind 
zu 2f so gilt sicher eine der Kongruenzen 

p:^l, (4) oder - i> =- 1, (4i, 

womit für diesen Spezialfall der Beweis des Satzes erledigt ist 

Ist dagegen p ein Primideal ersten Grades, so wird {p) =^ p . p' 
resp. n(p) — j) und p ist prim zu 2. Nach Nr. 18, S. 82, gilt mm aber 

für irgend eine zu p prime ganze Zahl q des Körpers k[yni) stets 
eine Kongruenz 

Damit die Kongruenz — 1 j:^ g*, (p) durch eine ganze Zahl g des 

Körpers kiYm) befriedigt wird, ist daher notwendig, daß ^ ~ 13 0, 

(2), d. h. p - 1, (4) ausfällt. 

Nun sei etwa 

p* == (a -f bG})y 

üblich, (0 === « " ist, dann wird: 

(p*)«.(n +hco){a + 6ß)') 

Weil hierin p eine rationale Primzahl von der Form p ^1, (4) 
ist, so können a und b sicher nicht zugleich gerade Zahlen sein, und 

da weiter a^ + ab + b^ 4 ''* ^ (^ "^ «) ~ 4 ^* ^^^ positiv ist, 
bleiben für a und /; nur die folgenden Möglichkeiten: 

1.) Falls ^""^-1, (4) ist, muß a~±l und h~0, oder 
a - ib 1 lind resp. fe = + 1, (4) sein. 

2.) Falls ^ "^"^ - 2, (4) ist, muß a - ± 1, 6 - 0, (4) sein. 



wo, wie 
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3.) Falls ^ ~ '" - 3, (4) ist, muß a - ± 1, fc - 0, oder a~±l 

und resp. fc = i 1, oder a ~ 2, 6 ^ ± 1, (4) sein- 

4.) Falls ^ """ .= 0, (4) ist, muß a - ± 1, 6 - 0, (4) sein. 

Unter Berücksichtigung dieser Möglichkeiten laßt sich jetzt 
durch eine spezielle Diskussion zeigen, daß in der Tat stets eine der 

beiden Kongruenzen: 

a + hio —(x + yw)^ (4) 
oder 

— a — ho) ^. {x + y(oy, (4) 

durch ganze rationale Zahlen Xy y befriedigt werden kann. Anders 
ausgesprochen ist entweder das System: 

« - X» + ' - '" f -- 0, (4) 

h - 2xy - y* - 0, (4) 
oder das System: 

^«._^+i--yV^O, (4) 

— b-^xy- y^ - 0, (4 ) 

in ganzen rationalen Zahlen x, y lösbar. 

Damit ist aber der Satz bewiesen; es ist stets 

Ä = ± (a + 60) ~ a*, (4). 

Von dem eben bewiesenen Satz gilt auch die Umkehrung, wie 
jetzt gezeigt werden soll. 

Satz. Es sei Ä eine ganze Zahl des Körpers k, für welche die 
Kongruenz n ^ «*, (4) durdi eine ganze Zahl a desselben Körpers be- 
friedigt werden lann, und es sei femer (it) die h*' Potenz eines zu (2) 
primen Primideals p, also (n) == p*, so ist p ein pri^näres Ideal, d, h. 
es ist — 1 quadratischer Rest nach p. 

Beweis. Wegen der Voraussetzungen über 7t enthält die Relatiy- 

diskriminante des Körpers K(y^7t) nur den einen Primfaktor p. Dann 
ist aber die Relativnorm der Grundeinheit E des Körpers K(yfi) 

gleich — 1. Setzen wir etwa E = ^ "^ (mit Hücksicht auf die 
Form der ganzen Zahlen des Körpers K{yjt)), so ist eine ganze 

Zahl, und r ist höchstens durch p - teilbar. Aus der Kongruenz: 

— ^^ 4t» 
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folgt daher 

und umsomehr 

- 4 = A», (p). 

Da 2 prim ist zu p, so gibt es eine ganze Zahl ^ in k Ton der 
Beschaffenheit^ daß 2g = ± 1, (p) oder 4g^ ^ 1, (p) gesetzt werden 
kann, and damit erhält man schließlich: 

- 1 s «», (p), . 

w. z. b. w. 

Die zwei soeben bewiesenen Sätze berechtigen nun zu der 
folgenden Definition: 

Definition. Wenn p ein primäres Primideal des Körpers k ist 
und die ganze Zahl Jt in der Gleichung (n) = p* so gewählt wird, 
daß X = a', (4) ausfällt, so heißt it eine primäre Zahl des primären 
Primideals p. 

Satz. Wenn p ci/i primäres Primid3al des Körpers k, ufid ä 
eine Primäreatd von p is^, wenn fertier r irgend ein anderes Primideal 

aus k hegeichnet und (p) = r* gesetzt tvird, so folgt aus ( *| == + 1 

auch (I) = + 1- 

(*) bezeichnet hier wieder das auf Ideale ausgedehnte Legendre- 
sehe Symbol. 

Beweis. Wegen der Voraussetzung ( j = + 1 zerfällt das 

Primideal r in dem Relativkörper K{Yjt) in ein Produkt aus zwei 
relativ konjugierten Idealen: 

r-(r, A)(r,S(A)). 

Weil femer sc eine Primärzahl von p ist, so enthält also die Relativ- 

diskriminante Yon K(yn) nur den einen Primfaktor p, und es gibt 
eine ungerade rationale Zahl u Ton der Eigenschaft, daß: 

r« = (P) . (S(P)) 

ausfällt, wo P und S(P) ganze Zahlen des Relativkörpers KyYn) 
bedeuten. Erhebt man beide Seiten dieser (Heichung zur Potenz A, 

so kann man schreiben: 

(9)«==(Pi)(S(P,)), 
oder es ist: 

„ * K-\- ß V-Jt ce — ß Vn 
^ 2y 2y 
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Nach den Eigenschaften der ganzen Zahlen des Relativkörpers 

sind - und ^-^ ganze Zahlen desselben, und es ist mithin: 

4q- = v\ (p). 

Bestimmt man jetzt noch | so, daß 

2p''^'s^l, (p) 
wird, so ist: 

4r(>« ^ Q ^ l^v', (p) 
oder schließlich: 

also (^) = + 1? ^i^ ^^^ Satz behauptet. 

Durch eine wiederholtiC Anwendung dieses Satzes beweist mau 
den weiteren Satz: 

Satz. Wenn p und p^ zwei primäre Prmiideale sind und tc resp. %^ 
zugehörige Primä/rzdideny so gilt stets die Gleichmg: 

o - (;■)• 

Beweis. Aus \^A = + 1 folgt nach dem vorhergehenden Satz 
sofort {—\ = + 1. Wenn nun ( j = — 1 ist, so muß ebenso 

/ V j = — 1 sein. Wäre nämlich ( j) = + 1? so folgte aus dem 

vorhergehenden Satze (^ ) ==" + 1 i°^ Widerspruch zu der an zweiter 

Stelle gemachten Annahme. 

Wir haben hiermit wichtige, aber doch nur kleine Teile (Er- 
gänzungssätze) des allgemeinen Reziprozitätsgesetzes bewiesen. Bezüg- 
lich dieses allgemeinen Gesetzes verweise ich den Leser auf die 
Abhandlimgen der Herren Hilbert und Furtwängler. Nur um 
nochmals die Bedeutung des von Herrn Hilbert eingeführten Symbols 
des Normemrestes und Normennichtrestes zu belegen, möge angeführt 
werden, daß die Formulierung des Gesetzes sehr einfach wird mit 
Benützung dieses Symbols in seiner Erweiterung auf allgemeine Grund- 
körper. Ganz analog, wie bei dem quadratischen Zahlkörper, läßt sich 
durch das Symbol des Normenrestes eine Einteilung der Idealklassen 
des relativquadratischen Körpers in Geschlechter begründen. Der 
Existenzbeweis für gewisse aus den überhaupt denkbaren Geschlechtem 
liefert dann eben das Reziprozitätsgesetz. ^) 

1) Vergl. D. Hilbert, Math. Ann. Bd. 51, §, g5. Das allgemeine quadra- 
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In den oben behandelten Fällen beruhte die Möglichkeit fiEb: einen 
einfachen Beweis auf dem Umstand; daß die Elassenanzahl des 
Kelativkörpers ungerade ist; wonach dann sämtliche Klassen desselben 
zum selben Geschlecht gehören. 
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Zum Schluß mögen noch die Eigenschaften der Belativkörper 
in einigen bisher ausgeschiedenen Fällen erwähnt werden: erstens, 
wenn der Grundkörper imaginär ist und eine gerade Klassenanzahl 
besitzt; und zweitens, wenn der Grundkörper reell ist. 

1. Beispiel. Grundkörper sei der Körper k(Y^ b)^ fElr welchen 
± 1 die einzigen Einheiten sind. Die Zahlen 1, o » ]/— 5 bilden 
eine Basis des Körpers, dessen Klassenanzahl % «= 2 ist. 

Die interessanteste Frage, die zunächst zu beantworten ist, ist 
die folgende: Gibt es relativ quadratische Körper, deren Belatiydiskrimi- 
nante in bezug auf k gleich + 1 wird? Ein solcher Relatiykörper 
enthält offenbar keine ambigen Ideale und wird als ein unver0weigter 
Oberkörper bezeichnet. 

Da nun die dem Körper k (}/— 5) angehörige Zahl /i =« — 1 
überhaupt keinen Primfaktor enthält, und die Kongruenz 

- 1 «*, (4) 

für a =]/— 5 erfüllt ist, so ist die Relatiydiskriminante von K(Y^— l) 
prim zu (2) und enthält also überhaupt keinen Primfaktor, d. h. 

K(y— l) ist ein Körper der verlangten Art. 

Nach Herni Hubert heißt ein relativ quadratisct^er Körper K(yii) , 
der in hezwf auf einen Unterkörper mit der Klassenanmhl 2 die 
Bdativdiskrimina/nte ± 1 besitzt, Klassenkörper dieses Unterkörpers.^) 

tische ReziprozitätBgesetz, 8. 108. Das allgemeine quadratische Reziprozitats- 
gesetz för eineu quadratischen Gnindkörper von der Elassenanzahl 1 hat Herr 
DOrrie in seiner schon früher zitierten Dissertation bewiesen. Zahlenmaterial 
findet sich bei G. Buckle, ^^Quadratische Reziprozitätsgesetze im algebr. Zahl- 
körper'S Dies. Göttingen 1901. 

1) Die allgemeinen Begriffe und Sätze, welche in dieser Nummer an einigen 
Zahlenbeispielen erläutert sind, schließen sich an entsprechende Begriffe in der 
Theorie der komplexen Multiplikation der elliptischen Funktionen an. Die ersten 
Ansätze dieser Entwicklungen, insbesondere der Ausdruck KlassenkOrper, rfihren 
von L. Kronecker her. Wegen der weiteren Ausführung und für die Beweise 
verweise ich auf: D. Hilbert, Nachr. Ton der kgl. Ges. d. Wissensch. zu 
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In unserem Beispiel ist also K{y— l) ein KlassenkSrper des 

quadratischen Grundkörpers Je (]/— 5). 

WäUt man als eine Basis dieses Elassenkörpers die vier Zahlen: 



V~6 + i/-i ^ _^/ kV-J + VEt^ 



1, co^y-ö, £l^y---^y^-l-, a,«/-5 



so ist £1 zugleich eine Einheit von der Beschaffenheit, daB: 

sis(si) - -■' + ' = - 1, 

wird, und es ergeben sich bei der Untersuchung der Zerlegung der 
Zahlen und Ideale des Grundkörpers die in den folgenden Sätzen 
formulierten Tatsachen. Jeder der Sätze spricht eine auch ganz all- 
gemein gültige charakteristische Eigenschaft des Klassenkörpers aus. 

1.) Eine Primzahl p, welche im Körper k{Y^b) unzerlegbar 
ist^ muß im Relativkörper K(y— l) in das Produkt zweier Prim- 
ideale zerfallen. Denn wenn ( - ) = ( j =» — 1 ist, so ist ent- 
weder (—] = -|- 1 oder ( j =» -f 1. Daraus folgt aber^ daß dieZahlp 

im Körper fc(V+ 5) oder Äj(l/-- l) zerfällt, und weil die sämtlichen 

Zahlen dieser beiden Körper dem Relativkörper K{y— l) angehören, 
zerfällt also p in diesem letzteren. 

So ist beispielsweise (p) »= (11) ein Primideal zweiten Grades im 

Körper fc(}/— ö), es ist aber (— ) '^ ^ ^^^ entsprechend: 

(11) = (4 +l/5)(4 -}/5) = (9 + 2a,)(l - 2Äi). 

Ganz ebenso sind die Primzahlen p » 13, 17, 19, 31 im Körper 
^(y~~^ unzerlegbar, dagegen wird im Relativkörper: 

(13) - (3 -f- 2-/- l)(3 - 2]/- l)==(3 - 2© -h 4ß)(3 + 2o - 4Ä), 
(17) = (4-fy~l)(4-/-l) «(4~ (o -h2ß)(4-h o - 2Ä), 

(19) = (4 + ^--^l^)(4 + ^Y')-(7 + ^i)(2--Äx)> 
(31) » (6 + ys) (6 -Vb) =- (11 + 2Ä,) (1 - 2ä,)- 

GKSttingeD, math.-phjs. Klasse, 1898, S. 870 ff., sowie Acta math. Bd. 26, 1902, 
8. 99 ff. Diese Abhandlung ist eine Ergänzung deijeinigen aus Math. Ann. Bd. 61 
über relativ quadr. Körper. Vergl. femer die Dissert. Yon B. Fueter, „Der 
KlassenkOrper der quadratischen Körper und die komplexe Multiplikation*^, 
Göttingen 1908, Kap. I, H. 

Sommer, ZAhlentheoile. 21 
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2.) Ist p eine Primzahl, welche im Gnmdkörper k (y*— ö) zerl^bar 
ist in das Produkt p • p\ so hat man zwei Fälle zu nnterscheiden: 
Entweder es ist 2a.) |} = 1, (4), oder es ist 2h.) p = 3, (4). 
2 a.) Im ersten Fall ist die Kongruenz 

-1^«», (p) 

stets durch eine ganze Zahl a des Ghrundkörpers losbar. In der Tat^ da 
^iv) ^ P wird, so ist jede ganze Zahl aus A; einer der ganzen rationalen 
Zahlen zwischen 1 und p modulo (p) kongruent; weil nun aber die 
Kongruenz 

- 1 ^ X», (p) 

lösbar ist, ist umsomehr auch die Kongruenz 

-i=a«, (p) 

lösbar und ebenso die Kongruenz 

Die Ideale p und p' sind darum im Relatiykörper K{y— l) 
weiter zerlegbar. Die Ideale p, p' sind aber Hauptideaie, wie die 

folgende Überlegung zeigt: Der Grundkörper Tc (V— 5) hat die Dis- 
kriminante t- 20, welche die beiden Primzahlen 2 und 5 als Faktoren 
enthalt. Die zwei Erlassen (Hauptklasse und Nichthauptklasse) des 
Körpers gehören danach zu zwei ver$chiede)ien Geschlechtern, und man 
sieht sofort ein, daß p, p' zum Hauptgeschlecht und folglich zur 
Klasse der Hauptideale gehören. In der Tat ist wegen : |> = 1, (4) 

2 b.) Anders verhalt sich der zweite Fall. Hier kann die Kon- 
gruenz: 

- 1 = «», (p) 

keine Lösung besitzen. Denn weil wieder a kongruent einer ganzen 
rationalen Zahl mod (p) sein muß, so müßte auch die Kongruenz 

durch eine ganze rationale Zahl x lösbar sein, was bekanntlich 
nicht zutrifft. 

Die Primideale p der zweiten Klasse, d. h. der Klasse der Nicht- 
hauptideale, bleiben somit auch im Relativkörper K{Y— l) Prim- 
ideale. Diese Primideale sind aber Hauptideale des Oberkörpers 
K{y— l), wie die folgende kleine Überlegung zeigt. 

Die Zahl 2 zerfallt im Körper k Y— 1 , indem 

2 = (i+i/-i)(i-V-i) 
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ist Setzt man J = (2, 1 + V— 5) imd bezeichnet p irgend ein Prim- 
ideal der zweiten Klasse des Körpers k{y— 5), so wird §p — (a), wo 
a eine ganze Zahl des Grandkörpers ist. Also ist )^p' » (a)*, und 
indem man p* — («) schreibt, folgt 4: 23r — a* oder + 4;r =— a* • 2. 
Im Relatiykörper ist daher 

(,)_("(!+/F'))(^-.V_-.)). 

Da offenbar jede der beiden Zahlen — -~:^^ — und — ~1 ~ - 

J 2 2 

eine ganze Zahl in K(y^— l) ist (denn ihre Summe und ihr Produkt 

sind ja ganz), so ist p' im Körper K^Y— l) gleich dem Produkt 
zweier relativ konjugierter Hauptideale. Weil ferner p im Relatiykörper 

nicht zerfällt und die beiden Zahlen ^- ' "^ und ^ ^9 

sich nur um einen Einheitsfaktor Y—*! unterscheiden, so gilt im 

Relatiykörper die Gleichung p = ( " 2 )* ^" ^* J®^^® Primideal 

ersten Grades des Körpers fc()/— 5), das in diesem Körper Nicht- 
hauptideal ist, wird im Relatiykörper zum Hauptideal. 

Die Resultate yon 1.) und 2.) ergeben zusammen den folgenden 
Satz: 

Satz. Diejenigen Primideale des Grundkörpers fc(}/— 5), welche 
Hauptideale sind, zerfallen im Klassenkörper in ein Produkt eweier 

Ideale; die Primideale dagegen, welche in t("|/— 5) Nichthauptideale 
si^nd, bleiben auch im Klassenkörper Primideale, sie werden aher sfu 
Hauptidealen. « 

Verschiedene Zahlenbeispiele mögen diesen Satz weiter erläutern. 
Es ist: 

(5) = (y- 5;, 

(29) - (3 + 2 ]/- 5) (3 - 2 1/- 5), 
(41) = (6+l/-5)(6-VC:^), 
(61) - (4 + %Y-^{4. - ^V^^), 

also sind (/- 5^ (3 + 2)/- 5), (3-2V^5) usw. uaw. Haupt- 
primideale des Körpers k\^—b), welche im Elassenkörper zerfallen. 
Man findet leicht: 
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(T/-5j = (n-a)(n-S(Ä)), 
(3 + 2V^'b) = (1 _y- 5 + 1/^(1 -V-b- V- 1), 

(3 _ 2V- 5) == (1 +/- 5 + V- l)(H->/- 5 - V- 1), 
(6+1/- 5) 

= (5 + 2]/- 5 - 3Ä + ßi)(5 + 2-/- 5 - S(Ä) + S(ßi)); 

eine ganz analoge Zerlegong ergibt sich f&r (6 — )/— 5) durch Yer- 
tcaschong von +■/— 5 und — }/— 5; femer ist: 

(i + sV-ö) 

« (^ +v-^ + (^ -^- y- **) y- 1) ('*.+ V- 6 - (i + V- 6) Y- 1\ 

- (5 + ß -h Ä,)(5 + Ä + S(Ä,>) 

nebst einer ähnlichen Zerlegung fOr (4 — 3 V- ö). 

Das Verhalten der Nichthauptideale des Grundkdrpers im Klassen- 
körper illustrieren die folgenden Beispiele. Es ist 

(2, 1 + v- 5) = (2, 1 + Y- 5, (1 + V- ly, 1 + y-^1) = (i + y^, 

indem: 

(2) = (!+!/- 1) (1 - V- 1), 

(1 + /- 5) = (1 + y- 1) (- 2 + S(Ä) - «0 ist; 
analog ist: 

(3, 1 + )/- '5) ~ (- 2 + 6'(Ä) - «i), 

(3, i-y=:5) = (3-a + Äi), 

und ebenso: 

(7, S+V-5) = (4 + 2© -- 3S(Ä) + ßj, 
femer: 

(23, 8 +y- 5) « (8 + © + Ä + 3ßi) usw. 

Durch wiederholte Anwendung des eben erläuterten Satzes folgt 
auch die Richtigkeit für die Fälle, wo das Wort Primideal jedesmal 
durch Ideal ersetzt werden kann. 

Schließlich läßt sich für das Beispiel des Körpers k (]/— 5) noch 
zeigen, daß der Klassenkörper eine ungerade Klassena/maiil besitzt. 

Angenommen ^ sei ein Nichthauptideal des Körpers K(y^ l) 
Yon der Art, daß l^* '^ 1 ausfällt. Da nun jedesmal 3/S(3) ®üi Ideal 
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des örundkörpers Yorstellt and somit ^ wie eben gezeigt wurde , ein 
Hauptideal desselben oder des Elassenkörpers ist^ so würde: 

3* ~ 35(3), 

oder: 

3 ~ Ä(3) 

sein. 

Setzt man alsdann B = ^^., dann wird -^^(B) = ± 1. falls 

JV4(B) = + 1 ist, kann B = ^, und falls N,(B) 1 ist, wegen 

^^(E)== — 1, analog EB =« -, angenommen werden, wo A jetzt 

eine ganze Zahl des Elassenkörpers bedeutet. In beiden Fällen ergibt 

sieb sodann: 

(A)3 = Ä(A3), 

es wäre somit (A)^ ein Ideal des Orundkörpers oder das Produkt 
einBS ambigen Ideals des Elassenkörpers mit einem Ideal des Grund- 
körpers. Weil aber die Relativdiskriminante des Elassenkörpers 
überhaupt kein Primideal und der Elassenkörper kein ambiges Ideal 
enthalt, so ist (A;^) ein Ideal des Grundkörpers und daher ^^^l^ 
d. h. wenn das Quadrat eines Ideals ^ ein Hauptideal ist, so ist auch 
3 selbst schon Hauptideal. 

Nimmt man nun die Elassenanzahl des Relatiykörpers H = 2'*u 
an, wo ti eine ungerade ganze Zahl ist, so würd^ für jedes Ideal 
der Reihe nach sich ergeben: 

S^«*-!, 3*'""'"~1, ... 3«~1. 

Die Annahme des Beweises ist damit widerlegt, die Elassenanzahl ist 
ungerade. 

Man übersieht unmittelbar, daß die soeben für den Eörper k (y— 5) 
angestellten Betrachtungen fast wörtlich übertragbar sind auf jeden 

Grundkörper k (Vm) mit der Elassenanzahl 2, der durch eine negative 
Primzahl m von der Form m ^ 3, (4) bestimmt ist. Als ein Elassen- 
körper für jeden solchen Grundkörper kann der Relativkörper £"(>/— l) 

gewählt werden; die Grundeinheit e^ des Eörpers k [V— m) = k(y— 1 V m), 
für welche bekanntlich n(€^) = — 1 wird, ist zugleich eine Einheit in 

Kiy^ i) mit einer Relativnorm gleich — 1. 

Indessen gelten die Sätze, welche wir eben im Beispiel kennen 
gelernt haben, überhaupt für jeden Grundkörper mit der Elassen- 
anzahl 2, wie Herr Hilbert bewiesen hat. 
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Beschranken wir uns Torläofig noch weiter auf imaginäre quad- 
ratische Ghoindkörper X:(y1n), so kann man wegen der Bedingang 
h =^2 zunächst aussagen , daß das Geschlecht dieser Grundkorper 
(^ < 2 sein muß. Es ist aber bekanntlich g ^ 2^~\ wenn r die An- 
zahl der Yoneinander verschiedenen in der Diskriminante des Körpers 
k(ym) aufgehenden Primzahlen angibt. Falls die 2^ahl m die Kon- 
gruenz: m ^\y (4) befriedigt und nur eine rationale Primzahl enthalt, 
wird r =» 1 und g =^1y und die Klassenanzahl Ton k (l/m) ist ungerade, 
t'ür h = 2 bleibt sis einzige Möglichkeit nur g = 2 und r » 2 übrig, 
d. h. es ist entweder m eine negative Primzahl von der Form m ^ 3,^(4); 
dann haben wir den schon behandelten Fall, oder es ist m^ 2, (4) 
oder m iH 1, (4); die Zahl m enthält im ersten Fall den Faktor 2 und 
eine zweite Primzahl von der Form 4n ± 3, im zweiten Fall enthält 
m eine positive rationale Primzahl p ^ 1, (4) und eine zweite positive 
rationale Primzahl q^^^, (4). 

Die nächsten Zahlenbeispiele zeigen, daß diese Möglichkeiten 
auch wirklich auftreten. 

2, Beispiel. Der Körper ä:(]/— 22) hat die Diskriminante d = — 88, 
die Klassenanzahl h = 2 und das Geschlecht g » 2. Wenn nun p^ 
irgend ein zu 2 primes Primideal, aber Nichthauptideal, darstellt und 
(pt) = p* gesetzt wird, so ist die Kongruenz ± ä = «*, (4) stets fOr 
eine der beiden Zahlen + ^ oder — x durch eine ganze Zahl des 
Körpers erfüllt. 

Denn ist p die durch p teilbare rationale Primzahl, und schreibt 

man ferner n ^ a + b )/— 22, so ist p* ^ n - yc' ^ a^ + 226*. Wegen 
j9* = 1, (4) muß a ungerade, b gerade sein, daher ist die Kongruenz: 

±(a + 6yC_22)=a«, (4) 

durch eine ganze Zahl « aus k (>/— 22) erfüllbar. Wird 3ti = ± sr ge- 
schrieben für diejenige Zahl, für welche sr^ = a*, (4) ausfällt, so^ 
stellt auf Grrund der allgemeinen Sätze über Belativkörper der Körper 

JSr(v^) in bezug auf den Grundkörper ft(>/— 22) einen Belativkörper 
dar, dessen Relativdiskriminante kein von ± 1 verschiedenes Ideal 
enthält. 

Es sei z. B. p = (ll, y-22), so wird p* - (11), und K{V- ll) 

ist alsdann Klassenkörper des Grundkörpers k(y—22), indem wieder 
folgende Sätze gelten: 

1. Satz. Die BeUxHvdiskriminante des BeUxtivkörpers if(l/— ll) 

in bezug omf den Korper k (>/— 22) ist eine Einheit. 
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Die sämtlichen ganzen Zahlen des Relativkörpers lassen sich u. a. 
durch die Tier Zahlen: 

als Basifizahlen darstellen. 

Da der Relativkörper alle Zahlen der quadratischen Körper 

Je (y— 1 1) und k (}/2) enthält, so gilt mit Rücksicht auf die Charakteren- 
systeme der Ideale ferner der Satz: 

2. Satz. Jedes Hätiptprimideal des Körpers k ()/■— 22) jserfaUt im 

Körper K{Y—11) in zwei voneincmder verschiedene relativ konjugierte 
Primideale, 

Schließlich ergibt sich für das Verhalten der Nichthauptideale 

des Körpers t(>/— -22) der Satz: 

3. Satz. Die Primideale des Grundkörpers k{y— 22) ^ welche 

nicht der Hauptklasse angehören^ bleiben audi im Rdativkörper K(y— ll) 
Primideale, sie werden aher zu Hauptidealen. 

Man sieht nämlich zunächst, daß das Ideal (11, )/— 22) im 

Relativkörper zum Hauptideal wird, indem (ll, >/— 22) «— ()/— ll) ist 

Falls nun p ein Nichthauptideal bezeichnet, so ist (ll, ■^— 22) •p = (a) 
ein Hauptideal des Grundkörpers, also wird (ll)p'»a', oder 



Nun ist *^\. seinerseits eine ganze Zahl des Relativkörpers, 

und somit p ein Hauptideal desselben. 

Auf Grund der drei vorausgehenden Sätze ergibt sich dann 
zuletzt noch die folgende Tatsache: 

4. Satz. Die Klassenanzahl des Rdalivkörpers -Sr(y-— ll) ist 
eine ungerade Zahl. 

3. Beispiel eines imaginären Grundkörpers ä:()/— 15), bei 
welchem — m = 3 • 5 ist. 

Dieser Körper hat die Diskriminante d^—lb, die Basis 

1 (0 » ^ ^~ " und die Klassenanzahl und das Geschlecht 2. 

Aus der letztem Tatsache folgt, daß alle rationalen Primzahlen, 
für welche ("^*) = + l, (f) = 1, (-f-) = + 1 wird, im Körper 
*(]/— 15) in das Produkt zweier Hauptid^ale zerfallen. 
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Es sei p irgend ein zu 2 primes Primideal, aber kein Haupt- 
ideal und (^r) » p', so läßt sich wiederum beweisen, daß dix^a^ (4) 

ist. Nimmt man z. B. p == (3, "j/^ i5) oder p =« (5, V— 15), so findet 

sich, daß in bezug auf den Körper k(y^—lb) die Relativkörper 

jr(y— 3) oder K(yö) Elassenkörper mit denselben Eigenschaften 
sind, welche sich in den früheren Beispielen ergaben. 

Diese Beispiele geben einen klaren Einblick in die Eigenschaften 
der imaginären quadratischen Körper und der quadratischen Relatir- 
körper. Besonders merkwürdig ist die Existeoz des Klassenkörpers, 
«als eines Körpers, in dem alle Nichthauptideale des Unterkörpers zu 
Hauptidealen werden. 



Von dem Verhalten der imaginären quadratischen Ghrundkörper 
ist das Verhalten der reellen Körper ganz wesentlich verschieden. 

Wir erklären zxmächst einen von Herrn Hilbert (nach dem Vor- 
gange von Gauß und Dedekind^) aufgestellten Begriff, nämlich den 
Begriff der total positiven und primären Zahl. Für einen reellen 
quadratischen Körper gilt die folgende Definition: 

Definition. Eine Zahl a des reellen quadratischen Körpers 

k(ym) heißt total positiv, wenn a und ihre Konjugierte a positive 
Größen sind. Wenn femer a eine ganze zu 2 prime total positive 

Zahl bedeutet und a = v', (4) ist, für eine ganze Zahl v aus Ä;(}/9ii), 

so heißt a eine primäre Zahl des Körpers Tci^m). 

Es ist weiter zweckmäßig, an Stelle des bisher ausschließlich 
yerwendeten Äquivalenzbegriffes einen spezielleren (vgl. Nr. 33, S. 173) 
zu setzen in der nachstehenden Weise: 

Definition. Zwei Ideale j, t des Körpers J;()/m) soUen im 

engeren Sinne äquivalent heißen, wenn ihr Quotient !- =» a, gleich 

einer total positiven Zahl des Körpers k ist. Irgend zwei Ideale, die 
nach dieser Definition äquivalent sind, gehören zu derselben Idealklasse. 
Die Klassenanzahl im engeren Sinne soll mit dem Buchstaben h 
bezeichnet werden.^; 

In der Gleichung f ~= ^ ist ja die Zahl a nur bis auf einen 

Einheitsfaktor bestimmt. Es kommt daher bei der Bestimmung der 

1) Vergl. Dedekind, in Vorlas, über Zahlentheorie von Dirichlet 
Dedekind, 4. Aufl., Suppl. XI, S. 578. 
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Klassenanzahl h augeDScheinlich darauf an ^ ob die Norm der Orund- 
einheit des quadratisohen Körpers gleich -f 1 oder — 1 ist. 

In der Tat^ sei erstens e die positive Örondeinheit in k{ym) 
und n{€) « — 1, so ist e' negativ^ und daher ist^ falls wir a positiv 
Toraussetzen, jedenfalls eine der beiden Zahlen a oder as total positiv. 
Wenn nun die Klassenanzahl von k im weiteren Sinne h ist, so bleibt 
auch h=^h. 

Ist zweitens £ die positive Grundeinheit in h{ym) und n(£) » 4~ I^ 
so ist e ebenfalls positiv, oder es ist £ total positiv. Der Quotient «, 

» 

welcher durch die Gleichung 4 = a definiert ist, ist daher von vorn- 
herein total positiv oder nicht. In diesem Falle zerfällt jede Klasse 
des Körpers in zwei neue Klassen im engeren Sinne. 

Denn falls «^ eine positive Zahl mit negativer Norm bezeichnet, 
so folgt aus der Äquivalenz zweier Ideale j und ! im weiteren Sinne, 
stets j 4^ («Jl im engeren Sinne u. v. v., während bei der weiteren 
Fassung des Aquivalenzbegriffes t und {a^)l äquivalent sind. 

Nimmt man die Klassenanzahl von h im weiteren Sinne gleich h 
an, so ist die Klassenanzahl im engeren Sinne: h == 2K U. a. ist fdr: 

t(y5): f = fi,=-i±l^, n(£) = -l; Ä = 1 und A = 1, 

Z-(y7): £ = 8 + 3|/7, w(£) = + 1; /« - 1 und Ä « 2, 
*(yiO): £ = 3 + ylO, n(f) = - 1; A = 2 und A - 2, 
*(yT5): £ = 4 + l/i5, n(£) = + l; A - 2 und Ä = 4 

Es läßt sich nun allgemein beweisen, daß zu einem Körper mit 
ungerader Klassenanzahl Ä überhaupt kein unverzweigter relativ quad- 
ratischer Oberkörper existieren kann, daß dagegen unverzweigte 
ßelativkörper für alle andern Körper wirklich vorhanden sind. Für 
einen Körper mit der Klassenanzahl A » 2 ist ein solcher Körper zu- 
gleich Klassenkörper mit denselben Eigenschaften, wie wir sie früher 
für Klassenkörper von imaginären Grundkörpem kennen gelernt haben. 

Wir betrachten als Beispiel den speziellen Fall Ä'^Z+ö), mit 
der Klassenanzahl A == Ä >— 1. Würde für diesen Grundkörper ein un- 
verzweigter relativ quadratischer Oberkörper existieren, und wäre 
dieser durch die ganze Zahl ^ aus k bestimmt, so könnte /i, ab- 
gesehen von quadratischen Zahlenfaktoren, eben nur Einheiten und ev. 
Faktoren von 2 enthalten. Da jü prim zu 2 sein muß, so hat man 
nur noch zu entscheiden, ob jtt = — 1 oder i ^ gesetzt werden darf. 
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Im letztem Fall ist zu entacheiden, ob die Kongruenz ± o := a'^ (4) 
durch eine ganze Zahl a des Körpers A; erfüllbar ist. Setzt man 
a = a; + yc und a^ = a;* + y^ + (2a:y + y*)©, dann ist festzustellen, 
ob die simultanen Kongruenzen: 

a:« + j^^O, (4) 

f^2xy±\^% (4) ' 

für den Wert + 1 oder — 1 im letzten Ausdruck durch ganze ratio- 
nale Zahlen Xj y lösbar sind. Man erkennt leicht, daß zur Erfüllung 
der zweiten Kongruenz für den Wert — 1 die Zahl y ungerade und x 
gerade sein müßte; dann ist aber rc* + y* = y* ^ 0, (4). Femer 
müßten für den Wert -f 1 in der letzten Kongruenz die beiden ganzen 
Zahlen x, y ungerade sein, dann ist aber a?* + y* = 2 ^ 0, (4). 

Mit einer andern Schlußweise, welche auch auf den allgemeinen 
Fall ohne weiteres paßt, könnte man dasselbe Resultat erhalten: An- 
genommen, es würde für die Ghrundeinheit € eine der zwei Kon- 
gruenzen j/6 = a*, (4) gelten, so wäre auch ± 6=a^, (4), und folg- 
lich 66 ={aa)^, (4), oder (««')* = —!, (4). Weil aber aa jedenfalls 
eine rationale ganze Zahl darstellt, ist diese letzte Kongruenz sicher 
nicht möglich und die Annahme ± £ ^ a^, (4) unzulässig. 

Der Körper Kiy^^o) ist also nicht unverzweigt in bezug auf 

den Körper Ä;()/5), ebensowenig ist der Körper K{y^— l) unverzweigt, 
da eine Kongruenz — 1 = «*, (4) nicht erfüllbar sein kann. In der 
Tat ist sogar gleich allgemein wegen n(£) » — 1, stets m = 1, (4) 
oder m = 2, (4), und es hätte darum die Kongruenz — 1 = «*, (4) 
stets eine Kongruenz ~ 1 = a;*, (4) für eine ganze rationale Zahl x 
zur Folge; eine solche kann aber durch eine ganze rationale Zahl 
nicht lösbar sein. 

Ist andererseits k (]/m) ein Körper mit der Klassenanzahl h^l 
resp. h = 2y dessen Grundeinheit 6 die Norm + 1 besitzt, so existiert 
dazu sicher ein Klassenkörper. Wenn m = 1 oder m^2, (4) ist 

und keinen quadratischen Faktor enthält, dann setze man: £ » ^ • 

Zunächst ist 6 = , , , , man erkennt aber leicht, daß man a =» "; * 

stets so wählen kann, daß a und somit auch a ganze Zahlen relativ 
prim zu der Zahl 2 sind. Es wird folglich 6a*=^aa, und da nun 
aa eine ungerade rationale Zahl ist, so wird stets eine der beiden Kon- 
gruenzen ±aa'= 1, (4) bestehen können, d.h. aber für «a'* gilt die 
Kongruenz ± ea'*:^!;^^ (4). Wegen der Voraussetzung über «', daß 
es nämlich relativ prim zu 2 sein soll, ei^bt sich hieraus sofort auch 
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+ £ ^ i;*, (4). Also bestimmt /a = ± « einen nnverzweigten relativ- 
quadratischen Körper. Falls m = 3, (4) ist, bestimmt schon fi = — 1 

einen solchen Körper, da alsdann stets — 1 i^ (V^w) , (4) ausfallt. 

4. Beispiel. Grundkörper *(]/ 7). Hierfür ist A = 1, « = 8 + 3/7, 
w (f ) = + 1 und Ä «= 2. Im engeren Sinne existieren zwei Idealklassen, 

und zwar gehören zur Hauptklasse die Primideale: (3±}/7), (5), 

(11), (in), 17), (23), (6±^^7), usw., ferner zur Nichthauptklässe 

die Primideale: (3 ± 2]/!) (9 ± 4l/7), (4 ± 3/7) usw. 

Die Primideale der ersten Klasse sind entweder rationale Prim- 
zahlen, bezw. durch die Zerlegung der Primzahl j) » 2, oder von 
Primzahlen p der Form p = 1, (4) entstanden. 

Für die Primideale p der Nichthauptklasse ist dagegen, falls 
pp' = j? gesetzt wird, p ^ 3, (4). 

Nun ist — 1 =i (]/7) 7 (4), es bestimmt daher ^ = — 1 einen un- 
yerzweigten relativquadratischen Körper. Bezeiclmet femer p ein zu 
2 primes Ideal der Nichthauptklasse und setzt man {üt) =» p', so be- 
stimmt nach den Sätzen von Herrn Hilbert auch /t = ± ^ stets 

einen Körper der verlangten Art. Wir betrachten einmal K{Y— l). 
Als eine Basis dieses Relativkörpers kann man wählen: 

6 = 8 + 3")/7 ist eine Einheit des Körpers 1c{Yl)y gleichzeitig ist 
sie die Norm von: 

(8 + 1/7) (l -- ]/- 1) 
^ 2 ' 

es ist also E eine Einheit des Relativkörpers. 

Nach jedem Primideal der ersten Klasse gilt eine Kongruenz 
— 1 ^ a', (p), dagegen ist diese Kongruenz nach Primidealen der 
zweiten Erlasse nicht erfüllt. Die Primideale der ersten Klasse zer- 
fallen im Relativkörper in das Produkt zweier Primideale; die Prim- 
ideale der zweiten Klasse aber bleiben auch im Relativkörper Prim- 
ideale. 

Man findet leicht folgende Zerlegungen ffir die Ideale der Haupt- 
klasse: 

(3 +}/7)= (1 + Y- l)(5 + 2cD - 3Ä - Äj 

(6) = (2 + y-l)(2->^T)-(2-<D + 2ß)(2-h(o-2Ä) 
(11) = (2 -f y- 7)(2 - 1/- 7)«(-5 +2^0(9-2^1) 
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(13) = (3 + 2)/-l)(3-2l/-l) 

(17) = (4 + |/-l)(4-y-l) 

(23) = (4+j/-7)(4-l/-7) 

(6+V^)=(3 + 2öj-3ä-Äi)(3 + 2ö-3ä(ä)-S(ä,)), usw. 

Die Primideale der zweiten Klasse bleiben Primideale^ sie werden 
aber Ideale der Hauptklasse^ weil z. B.: 

(3 + 21/7) ^ (3>/- i + 2l/=r7), 

usw. geschrieben werden kann. 

Ähnlicli wie im Falle imaginärer Körper beweist man, daß der 

Körper K (]/^ l) eine ungerade IQassenanzabl im engeren Sinne besitzt. 

Der Körper KyY— l) ist wieder ein Klassenkörper des Körpers 

ä(]/7), ebenso jeder der oben angeführten Körper Z'(y'± ä); denn 
diese Körper besitzen die Eigenschaften, die früher als charakteristisch 
für den Klassenkörper bezeichnet wurden. 

Für den weiteren Fall, wo m = 2, (4) ist, mag es genügen, als 

Beispiel den Körper fc(|/6) anzuführen. Da für denselben 

A«l, £ = 5-2y6, «(«) = + !, 

also Ä ~ 2 ist, so müssen relativ quadratische unverzweigte (IQassen-) 
Körper existieren. Man sieht leicht, daß in der Tat: 

ein solcher Relativkörper ist. 

Ein letztes Beispiel soll endlich die Verhältnisse für einen Körper 
mit der Elassenanzahl h = h ^^^ 2 erläutern. Ich beschränke mich auf 
die Anführung der Resultate und verweise übrigens auf die Note 
von Herrn Hilbert. 

5. Beispiel. Grundkörper Jfc(]/lO) mit der Klassenanzahl 

A - Ä = 2. 
Man wähle irgend ein zu 2 primes Primideal, das nicht der 
Hauptklasse angehört, z. B. p = (3, 2 + "|/lO), und bilde 

w = P* = C-i+v^). 

Bezeichnet s die Grundeinheit des Körpers, dann ergibt sich aus den 
allgemeinen Sätzen des Herrn Hilbert, daß eine der beiden Kon- 
gruenzen + f a: = «*, (4) stets durch eine ganze Zahl a des Körpers 

k ("|/10) befriedigt werden kann. In der Tat wird ft «- e ä = 7 

+ 2ylÖ = (l+l/lÖ)^ (4). Es ist somit «'(1/7 + 2/10) ein in 
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bezog auf Jc(yiÖ) relativ quadratischer unvereweigter Korper. Als 
eine Basis dieses Relaüykörpers kann man wäUen: 

1, ca^^VlT), Ä=^(i+Jf> + ^, Ä,»(2-/lö)!(i±JfI+Vi^. 

Ferner sind E = ^ + ^3^"^^'* und H =- 1 + E Einheiten in K{y^), 

und zwar ist N^{E) - + 1, N^(H) - 3 + j/lO - €, 

Nach der Ableitung der Zahl fi liegt die Vermutung nahe, dafi 

das Ideal (3; 2 + V^^ ini Körper K{Yii) ein Hauptideal ist. Man findet 
auch leicht die Relationen: 

(3) = (V;*) (20 - 40, + Ä + 5ßJ = (l/M)(^), 

(2 + }/lÖ) = (y;i) (34 - lla,-4Ä-10Ä,) ^{yji^(B), 
und: 

(3, 2+yiö)-=(i/;i). 

Aus den Zerlegungen für 3 und 2 + ]/lO ergibt sich weiter die 
Gleichung: 

(2, yiO) = (B) nnd (2)-(B)', 

hieraus dann femer: 

(/lO) = (B) (25 + 7(D - 6Ä + 4ßi) - (B) (BJ 
(5) - (3 -yiÖ)'(B,)» » (r)« = ,.B,)«, 

WO 

r - (25 + 7cö - 6Ä + 4ai)(3 -}/l~0) 
gesetzt ist. 

Mit Hilfe der beiden Zahlengleichungen 2 » B', und 5 » F' 

können wir nun leicht an Zahlenbeispielen die ZerleguDgsgesetze 

iii^ Belativkörper erläutern. 

Bezeichnet (p) ein Hauptprimideal des Körpers k{yTO), so fällt 
( — ) = — 1 aus. Diese Gleichung ist erfüllt entweder, wenn sich (— ] 

« + 1,(- ) = — 1 oder, wenn sichr -j = — 1 (—j — + 1 ergibt. Dann ist 

aber bezw. eine der beiden Gleichungen: 

2> r= x* — 2y* 
resp. 

p = x^— by^ 

in ganzen rationalen Zahlen x, y lösbar, oder es gelten im Relativkörper 
bezw. die Zerlegungen: 
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(j>) = {x-By)(x + ßy) oder (p) = (x - ry)(x + Ty). 

So ist z. B.: 

7= 3«- 2.1«, (7)= (3-B)(3 + B), 

11 = 16-6 (11)= (4-r)(4 + r), 

17= 5»- 2. 2*, (17)= (5-2B)(5 + 2B), 

19 = 12«- 5. 5*, (19) = (12-5r)(12 + 5r). 

Bezeichnet p eine Primzahl, welche im Körper A;(v'lO) zerfallt, 
indem (— j — -f- 1 ist, dann hat man die zwei Möglichkeiten, daß 

ersteren Fall, wo gleichzeitig ( j== + l( j=+l ist, muß die Zahl 

p in Ä: (|/w) notwendig in das Produkt zweier Hauptideale zerfallen; denn 

der Körper k ()/lO) hat zwei Geschlechter mit je einer Klasse, und die 
Faktoren von (j>) gehören zum Hauptgeschlecht. Es gilt also eine 
Gleichung von der Form: 

Weil aber alsdann p ==^ x^— 2y^ und p ^ x^^— by^^ ist, so ist 

p im Relativkörper durch vier verschiedene Ideale (x + )/2 y) usw. 

teilbar. Jedes der beiden Hauptideale x + YlOy sowie x — l/lOy muß 
selbst das Produkt aus je zwei Primidealen des Relativkörpers sein. 
Das Verhalten der Primfaktoren von p mögen wieder einige Beispiele 
erläutern: 

Die Primzahlen jp, för welche (-A = + 1, ( W + 1 ausfäUt, sind 

von den Formen 40w ± 1 und 40n ± 9. Man findet z. B.: 

31 = 11*- 10.3«=(ll-3l/IÖ)(ll +3|/l0)=-p'.p 
/. ^ 4, (pO und /. ^ 14^ (p) 

also als Idealgleichung: 

(11-3 yiO) = (2 - VJi) (2 + Vf,) , 
und außerdem: 

(ll+3l/lO)=(-l+>^+2(^-->f)^Ö(-l + l/lO-2^'-V-'^). 
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Femer ist: 

41 = 9* - 10 . 2« = (9-2>/lÖ) (9 + 2l/iÖ) = p'.p, 

^ = 4«, (p') und ii^UMv) 
und 

(9 - 2 yiÖ) = (4 - V^) (4 + }/iI) 

Femer 

79 = 13« - 10 . 3* == (13 --3)/l0) (l3 + SylO) = p'. p 
und 

,t^ll«, (p'), i«^29«, (p) 

(13-31/IÖ) = (-2-^10+ t:^>-|^)V^)(_2-l/lö-(-^+^-l^'^) 

(i3+3yio)=(-2+yiö+^+'^-r>^-'^)(-2+/iö-(^--J/3^^^^^^^ 

Endlich ist: 

89 = 27«- 10 . 8«= (27 - syiO) (27 + 8^10) - p'. p. 

Dann ist: 

ti -^ 6« (pO; 11^ 44«, (p) 
und: 

(27--8yiö)»(l + 2^-^-^-f^)>'"^)(l-2(^~^^^^^^^ 

(27 +8T/IÖ) = (1 +2>/;i)(l-2l/;^). 

Wir müssen uns mit diesen Beispielen begnügen und wenden 
uns kurz zu den Primfaktoren eines Ideals (p) aus dem Grundkörper, 

wenn jetzt gleichzeitig (— J = — 1, (— j = — 1 ist. In diesem Fall 

gehören die Primfaktoren von (p) nicht dem Hauptgeschlecht und 
nicht der Hauptklasse an, sie sind Nichthauptideale. Da aber als- 
dann die Gleichung: 

p = 2x^ — 5y« 

stets in ganzen rationalen Zahlen x, y lösbar ist, so läßt {p) im 
Relativkörper die Zerlegung zu: 

(p)^{Bx + ry){Bx-ry\ 

und wir sahen schon, daß die Ideale (2, ]/ lO) und (5, V lO) zu Haupt- 
idealen wurden. 
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Beispielsweise ist: 

= + i. (A)=-i- Q— • 

und 

(13) = (13, H ~ |/10) (13, 6 + 1/10) - p'. p. 

Es ist nicht möglicli, die Kongruenz 

(i = a\ (p) 
oder aucb die Kongruenz: 

durch eine ganze Zahl Oj bezw. a' des Körpers h{^\S) zu erf&llen. 

In der Tat ist: 

/i - 8, (p) und /i - 6, (pO, 

d. h. p und p' zerfallen im Relativkörper nicht. Man hat aber ftr 
den Relativkörper die Gleichungen: 

(13, 6 + Vlü) = (3B + r) und (l3, 6 - VlO) == (3B - F) 

entsprechend der Gleichung: 13 = 2.9 — 5. 
Analog ist: 

(37) = (37, 11 -ylÖ) (37, 11 + VlÖ) = p' . p 
lt-^22, (p); /t-^29, (pO; 
und im Relativkörper wird: 

p ^ ^ - (9B + 5r), p'- ^i = (98 - 5r). 

Diejenigen Primideale des Grundkörpers, welche nicht Haupte 

ideale sind, bleiben im Oberkörper KiYl») Primideale, sie werden 
aber zu Hauptidealen. 

Ähnlich wie für den Fall eines imi^inaren Grundkörpers beweist 

man noch, daß die Klassenanzahl des Relativkörpers £'(]//[&) unge- 
rade ist. 

Gerade die Tatsache, daß die Klassenanzahl des Klassenkörpera 
ungerade ist, erlaubt die Verwendung des Klassenkörpers zur Auf- 
steUung des quadratischen Reziprozitätsgesetzes im Grundkörper. 

Die einfachen Sätze über die Existenz des Klassenkörpers für 
quadratische Grundkörper lassen sich erweitem, wenn man Relativ- 
körper vom vierten und von höherem Grad betrachtet. Nehmen wir als 

Beispiel etwa den Grundkörper hi^ — 14) mit der Klassenanzahl A»4. 

Die Klassen dieses Körpers lassen sich durch (1), (2, )/— 14), (3,1— y^4), 

(3, 1 + )/— 14) = r oder r, r^ r', r* ~ 1 darstellen. Setzt man 
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t = (3, l+y=T4) und (p) = t* - (5 + 2 /-T4), 
so verifiziert man leicht die Koi^aenz: 

-C^ = -5-2|/-i4^(l+y=l4)*, (4) 

und folgert dann, daß Xy— 6 — 2y— ~i4 = Ä^ ()//*) ein zu k (]/— 14) 
relativ quadratischer und relatiy unyerzweigter Körper ist. Für diesen 
Körper bilden die Zahlen: 

i,a, = v^:^, ^^g Kl+V^ j+l^^ 



18 



Ä, = (2 +y:ri4) ^(L±lEp)+v5 



18 

eine Basis. Man erkennt leicht, daß die Ideale: 

p, = (2, l/:ri4), ^,, = r = (3, 1- + ^14) 
und 

p,'-t'-(3,i-y:^i4) 

im Belatirkörper nidit zerfallen. Es werden: 

p, « 5p =. (12 - 3 }/^;n4 + 2Äi) 

ZU Hauptidealen, dagegen bleiben r und r' auch im Relatiykörper 
Nichthauptideale. Daraus folgt schon, daß die Klassenanzahl des 

Relatiykörpers noch gerade ist. Um zum £[lassenkörper fQr h (}/— 14) 
zu gelangen, müßte man einen Oberkörper wählen, der in Bezug auf 

Ä (}/— 14) yom yierten Grade ist. 

Diese Untersuchungen führen aber weit über den Rahmen dieses 
Buches hinaus. Wir müssen uns mit der Andeutung der Probleme 
begnügen, da wir das Ziel unserer Darstellung erreicht haben. 
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Erklärangen zu den Tabellen und Bemerkungen 
über die Auflösung der Pellscben Gleichung. 

Wie die darstellende Geometrie eine Ergänzung zur abstrakten 
Theorie der Geometrie bildet; aus welcher jeder^ der ihre Methoden 
zu gebrauchen weiß, neue Anregung und das GefQhl der Sicherheit 
ernten wird, so hat auch die Zahlentheorie ihre angewandte Richtung 
in der numerischen Rechnung. Ebenso wie das Zeichnen geometrischer 
Formen und die bildliche DarsteUung geometrischer Sätze, so gewährt 
das Zahlenrechnen einen großen Reiz dem, der die allgemeine Theorie 
aufgefaßt hat. Ja, der Anfänger wird eine völlige Klarheit über 
seinen Besitz nur durch die Anwendung auf Beispiele erlangen, und 
auch der Fortgeschrittene wird aus der Zahlenrechnung yiele neue 
Anregung ziehen, sind doch sogar fast alle wichtigen Sätze der 
Zahlentheorie auf dem Wege der Induktion gefunden worden. 

Zur Erleichterung sowie zur Eontrolle solcher Rechnungen können 
die Tabellen dienen, welche den Schluß des Buches bilden. Dieselben 
sind gleichzeitig als eine Tafel der Elassenanzahlen aller quadratischen 
Zahlkörper mit quadratfreier Grundzahl zwischen — 97 und -\- 101 
gedacht. 

Die EinricfUung der Tabellen ist wohl ohne weiteres verständlich. 
Zunächst enthalten dieselben zwei große Abteilungen für die imagi- 
nären Körper und für die reellen Körper, mit einander ähnlichen 
Einteilungen. 

Die vertikalen Kolonnen sind für die imaginären Körper so an- 
genommen, daß die Kolonnen der Reihe nach enthalten: 

1.) die Grundzahl des Körpers; 

2.) die einfachste Basis des Körpers, aus welcher alle übrigen 
durch eine lineare Substitution abgeleitet werden können; 

3.) die Diskriminante des Körpers in ihre, der Größe nach ge- 
ordneten, Primfaktoren zerlegt; 

4.) die sämtlichen, einander nicht äquivalenten Ideale des Körpers, 

deren Norm <|V^| ist; 
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5.) die Aufsahlung der Klassen^ dargestellt in der Form K^,L^,.., 
durch eine möglichst kleine Anzahl von Grundklassen. Der Buchstabe Ä 
soll hierbei andeuten^ daß eine Klasse ambig ist. Wenn die sämt- 
lichen Klassen eines Körpers sich durch die aufeinanderfolgenden 
Potenzen einer Klasse J oder Ä darstellen lassen, so heifit der Körper 
mfUisdi. Die nicht zyklischen Körper der Tabelle sind Abelsche 
Körper. Ihre sämtlichen Klassen lassen sich durch die Potenzen und 
Produkte von zwei geeignet ausgewählten Klassen darstellen. 

Aufier den durch A bezeichneten Klassen sind noch diejenigen 
in der Tabelle leicht aufzufindenden Klassen ambig, deren Quadrat die 
Hauptklasse liefert. Ideale und Klassen, die auf gleicher Linie stehen, 
gehören zusammen, es kann stets das betreffende Ideal als Vertreter 
der Klasse genommen werden; 

6.) die Einteilung der Klassen in Geschlechter; die Klassen, welche 
zu einem Geschlecht gehören, sind durch geschwungene Klammem 
zusammengefaßt; 

7.) die Charakterensysteme der Geschlechter. Nach Nr. 28, S. 140ff., 
besteht jedes Charakterensystem aus einer Anzahl positiyer oder 
negativer Einheiten -f 1, — 1. In der Tabelle ist nur +, — ge- 
schrieben, und zwar beziehen sich diese Vorzeichen von links nach 
rechts auf die der Gröfie nach geordneten Primfaktoren der Diskrimi- 
nante, also auf die in der dritten Kolonne ebenso yon links nach 
rechts aufeinanderfolgenden Primzahlen. 

Für die reellen Köi-per treten zu den aufgezählten Kolonnen 
noch zwei weitere hinzu: die mit s überschriebene enthält jedesmal 
diejenige Grundeinheit des Körpers, für welche { £ | > 1 ist, und die 
mit n{s) überschriebene gibt die Norm der Grundeinheit Femer ist 
jetzt die Berechnung des Charakterensystems abweichend von jener 
für die imaginären Körper. Wenn m eine positive Zahl bezeichnet, 
welche durch Primzahlen von der Form 2 = 3, (4) teilbar ist, so wird: 

Wenn nun j ein Ideal des Körpers bedeutet, dann wird w = ± n(i) 
derart angenommen, daß für einen bestimmten dieser Primfaktoren q 

das Symbol \^-~j ■=* + 1 ausfallt. Es brauchen daher bei der Auf- 
stellung des Charakterensystems eines Ideals j nur noch die von dem 
gewählten q verschiedenen Primfaktoren von d berücksichtigt zu 
werden. 

22* 
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Bei der Angabe Ton d in der dritten Kolonne sind nun die 
Prim&ktoren yon d so aufgeführt, daB zunächst die Zahl ^ ^ 3, (4) 
angeschrieben ist, welche zur Bestimmung des Vorzeichens in n = + n(j) 
benützt wurde (falls m eine solche Primzahl enthält), dann folgen 
die übrigen Primfaktoren yon d wieder der Größe nach geordnet. 

Die Kolonne für die Charakterensysteme gibt alsdann die Werte 

für die ebenfalls der Größe nach geordneten Primfaktoren p, q 



(¥) 



der Diskriminante, abgesehen eben von dem ausgesonderten Faktor q. 

Die Berechnung der Tafeln ist sehr einfach, weil man bald 
einen Überblick über die wichtigen Punkte gewinnt und zu 
kleinen Kunstgriffen geführt wird. Um die Ideale aufzustellen, be- 
rechnet man zunächst das Symbol ( — ] für alle Primzahlen p <|)/ä| 

und setzt dann eventuell die Primideale p, p' usw. in der Form 
(jp, a + Gj) au. Um zu entscheiden, ob zwei in % bezw. h aufgehende 
Ideale j und ^ äquivalent sind, bildet man \'i) und untersucht, ob 
dies ein Hauptideal ist, indem man nachsieht, ob sämtliche Zahlen 
des Ideals einen gemeinsamen Faktor enthalten, bezw. ob die Gleichung: 

iA = X* — my^ bezw. ± ih =» a?' + icy 4 — ^ — y*, 

für ganze rationale Zahlen x, y lösbar ist. Die Entscheidung hierüber 
ist offenbar sehr leicht für imliginäre Körper, bei reellen Körpern 
vereinfacht sich die Überlegung meist dadurch, daß man umgekehrt 
verfährt, die Zahlen x, y selbst wählt und so die kleinsten Zahlen a 
aufstellt, für welche die Gleichung a^ x^ — my^ usw. erfüllt ist. 

Bei der Entscheidung darüber, ob ein bestimmtes Ideal Haupt- 
ideal ist oder nicht, kann man häufig von den Sätzen über die Ge- 
schlechter des Körpers Gebrauch machen. Wir haben dies an mehreren 
Beispielen in Nr. 55, vergl. S. 322, 334 usw., schon erläutert. 

Eine ähnliche Aufgabe wie die eben angeführte ist die Bestim- 
mung der Grundeinheit s, d. h. die Auflösung der Diophantischen 
Gleichung: 

x^ — my^ =■ + 1; bezw. x^+ xy + -^— y^ ■= ± 1 

für positive m. 

Es ist firüher schon auf die Methoden hingewiesen worden zur 
Bestimmung der Lösungswerte dieser Gleichungen. Die allgemeine, 
stets brauchbare Methode beruht auf der Kettenbruchentwieklung 

von )/w. 
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Man kann aber häufig auch die Sätze über die Geschlechter des 
Körpers und die Folgerungen daraus^ Nr. 32, S. 164, sowie die Eigen- 
schaften der ambigen Ideale zur Berechnung benutzen, wie man am 
raschesten aus Beispielen ersieht. 

1. A;()/55). Nach den Bezeichnungen von S. 141 ist hier ^ = 3, 
r = 2 und daher g ^ 2. Der Körper enthalt zwei ambige Klassen, 
auf welche sich die Ideale verteilen^ die durch die Zerlegung der 
Zahlen 2, ö, 10, 11 entstehen. Weil nun das Ideal (2) zerlegbar ist, 

eine Kongruenz: 

rc> ± 2 = 0, (56) 

aber nicht lösbar sein kann, so ist (2, 1 -f Ybö) ein ambiges Ideal. Da 
femer ebensowenig eine Kongruenz a?*± 10 = (65) lösbar sein kann, 
so sind die in (2) bezw. (5) aufgehenden Primideale nicht äquivalent. 
Das ambige Ideal, welches durch die Zerlegung der Zahl 5 bestimmt 
wird, ist somit ein Hauptideal, oder das Ideal (5) ist gleich dem 
Quadrat eines Hauptideals. 
In der Tat findet man: 

5 = 16» - 55 . 4, 

wo 15 und 2 die absolut kleinste Lösung der Gleichung 5 = 2:» — 55 y» 
darstellen. Weil andererseits 5 in ambige Ideale zerfällt, so ist: 

(5)-(l5±2V'55)*. 

Führt man rechte die Multiplikation aus, so folgt z. B. f&r das obere 
Zeichen: 

(5)« (5) (89 + 12^55). 
Es ist dann 

fi=-89 + 12}/55 
eine Grundeinheit des Körpers. 



2.) k (/3l). Die Zahl 2 ist in rf enthalten, also (2) « p,». 
Nun ist früher bewiesen worden, daß die Diophantische Gleichung: 

2 = a:*-31y2 

lösbar sein muß. Aus der Kongruenz a:* — 2 = 0, (31) folgt dann, daß 

o; = 8 + 31 M und 

y« = 2 + 16 M + 31 M* 

wird^ wo u eine ganze rationale Zahl bezeichnet. 

Es ist nun diejenige ganze rationale Zahl u zu suchen, für welche 
die rechte Seite dieser letzten Gleichung eine Qnadratzahl ist. Man 
findet leicht j^« = 49 = V f ür m = 1 und daraus x « 39. 
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Somit erhält man: 

p,- (39 +7/31) 
und 

(2) = (1521 + 1519 + 2 . 273 >/3i) « p,«, 
re0p. 

(2) = (2)(l520 + 273>/3l). 

Nun iet die gesuchte Einheit: 

s - 1520 + 273 i/31. 



3.) h (y67). Die Zerlegung der Zahl 2 muß auf ein ambiges 
Hauptideal f ühren^ da der Körper nur eine ambige Klasse, die Haupt- 
klasse selbst, enthält. Es muß also die Diophantische Gleichung: 

-2«a:*-67y» 

lösbar sein. Man findet aus der Kongruenz rr'-f- 2^0, (67) leicht: 

a; « 20 + 67 w, y» « 6 + 40» + 67u«. 

Die zweite dieser Qleichungen ist befriedigt für u » 3, also wird: 

(2) « (221 + 27 t/67)*, 
und hieraus folgt durch Ausquadrieren: 

« = 48 842 + 5967 l/67 



4.) h (1/93). In diesem Körper ist z. B. (3) = p,*, und da nur 

eine ambige Elasse existiert, so ist p, Hauptideal. In der Tat findet 

man sehr rasch, daß: 

(3) ==(4 + 01) (4 + cd'), 
also auch 

(3) =- (4 + a>y 

ist, woraus man weiter als Grundeinheit entnimmt: 

« = 13 + 3©. 



!Nach den Tabellen ist A;(|/94) derjenige Körper, dessen Grund- 
einheit die größten Zahlen 2143 295 und 221064 enthält. Auch 
diese Zahlen zu bestimmen, ist eine sehr kurze Arbeit, wenn man 
wieder bedenkt, daß die Gleichung 2 = ar* — 94y* lösbar sein muß. 
Es wird dann (2) » (a)' und danach erhält man s wie in d^i übrigen 
FäUen. 

In allen den bisherigen Beispielen ergibt sich ein ÄnsoUa eur Lösung 
der Gleichung: 
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rr* — wy* = + 1 oder x^+ xy -{ j — y* == ± 1 (1) 

dadurchj daß man zuerst ein von (Ym) verschiedenes ambiges Haupt- 
ideal des Körpers aufsucht und dann aus dem Quadrat dieses Haupt- 
ideale die Grundeinheit s entnimmt Es werden so stets die Lösungs- 
werte der Gleichungen (1) aus der Lösung der Gleichung: 

x^— wy*=- ± a, x^+ xy + -^^ y* =- ± «, 

wo a ein Faktor von 4m oder m ist, abgdeitety und diese letzteren Werte 
sind stets viel kleiner als die gesuchten. 

Dieses Hilfsmil^l yersagt aber ganz in Fällen wie i(|/73)y 

h (y97) usw., wo die Grundzahl eine Primzahl von der Form w = 1, (4) 

ist, oder für ä()/65), Ä;(y85) usw., denn diese Körper enthalten ja 

nur (ytä) bezw. (l/97) bezw. (/w), femer ()/65), (>/85) selbst als 
ambige Hauptideale. Hat man aber z. B. in dem Fall, wo m Prim- 
zahl ist, festgestellt, daß ein Ideal (a) gleich dem Produkt zweier 
konjugierter Hauptideale ist, so kann man die einfachsten Zahlen a, a^ 
bestimmen, f&r welche: 

+ a^ a.a und — a = 0^ . Oj' 

wird, da ja dann n{s) = — 1 ist; dann wird entweder: 

fi « — oder fi — — ; . 
«1 «I 

Z. B. ergibt sich f&r den Körper A;(|/97) sehr leicht: 

+ 2-(38-7cD)(38-7a}') 

- 2 = (146 + 33©) (146 - 33a)0, 
und hieraus folgt: 

«-^Jl^^- 5035 + 1138(0. 

Für die Körper i(y65) und A; (}/85) ist die Berechnung der Grund- 
einheit überhaupt nicht schwer, man hat aber auch hier sofort einen 
ersten Ansatz, da n(£) » — 1 werden muß. 

Jedenfalls kann man häufig weitläufige Rechnungen durch kleine 
Überlegungen abkürzen, die aUgemeine Theorie liefert in den meisten 
Fallen irgend einen Ansatz zur Erleichterung des Zahlenrechnens 
und erfüllt so eine Anforderung, welche im Grunde das letzte Ziel 
aller allgemeinen Theorien ist. 
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•) Dieser Körper enthält die Einheiten i V — ^ außer Jh; 1. 
**) Dieser Körper enthält außer ^ 1 als Einheiten noch ± », ± a>'. 
***) In den heiden Rubriken: Blassen und Geschlechter, stimmen die Anord- 
nungen der Klassen nicht überein! 
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+ 
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+ 
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(1) 
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1 
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* Die ambige Klasse A dieses Körpers enthält kein ambiges Ideal, Die 
ambigen Ideale (6 + yu) und (l7 — 3 yii) und (l/84) sind alle Hauptideale. 
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Register. 

Die Zahlen bedeuten die Seiten des Buches. 



Ambige Fonnen 804. 
Ambiges Ideal 48. 
Ambige Ideale, Anzahl 161. 

— Klasse 160. 

n, voneinander nnabUUigige 161. 

, ohne ambiges Ideal 166. 

, Anzahl 168. 

Äquivalente Formen 196. 
Äquivalenz, eigentliche und uneigent- 
liche 196. 
~ der Ideale 72, 264. 

— im engeren Sinn 178, 828. 

Basis eines Ideals in A;(ym) 41. 

k(») 268. 

im Relativkörper 800. 

— des kubischen Zahlkörpers 264, 261. 
quadrat. Zahlkörpers 24. 

Relativkörpers 297. 

Rings 169. 

Bezeichnung der Ideale 88, 800. 

algebraischen Zahlen 21. 

rationalen Zahlen 2. 

relativquadr. Zahlen 296. 

Charakterensystem eines Ideals 140. 

— einer Klasse 142. 
Zahl 140. 

— eines Ideals bei Äquivalenz im engeren 
Sinn 174. 

Barstellung einer rat. Zahl durch eine 

quadr. Form 122, 196, 197 fF. 
Determinante einer quadr. Form 194. 
Differente einer kubischen Zahl 248. 



Diskriminante des knb. Körpers 266. 

— einer knb. Zahl 248. 

— des quadrat. Körpers 26. 

— einer quadr. Zahl 26. 

— des Rings 169. 
Division von Idealen 39, 264. 

Einheiten des kub. Körpers 284. 

quadr. Körpers 98. 

, geometrische Deutung 240. 

— im quadr. Ring 174. 

— spezieller Zahlköiper 109. 
Endlichkeit der Idealklassen 78, 266. 
Existenz der Geschlechter 168. 

Fermatscher Satz für rat. Zahlen 8. 

, Verallgemeinerung 81. 

Fermate „letztes Theorem** 176. 

Form, lineare homogene 66. 

— , quadratische 111, 122, 198. 

— , welche einem Ideal des quadrat. 
Körpers zugeordnet ist, 197 ff. 

— , eigentlich und uneigentlich primi- 
tive 194. 

— en, Klasse von quadr. 196, 219. 

Fundamentalform 282. 

Fundamentalgleichung 282. 

Führer des Rings 171. 

Geschlechter des quadr. Körpers 148. 

— , Existenz 163. 

Geometrische Deutung der Zahlen und 

Ideale des quadr. Körpers 221 ff. 
Gitter 222. 
Grundeinheit des kub. Körpers 289. 

— "~ (\uadx. Körpers 100, 106. 
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Haoptgetefalccht 143. 

— , KImmd de« 162. 

Hftoptide«! 38, 26$. 

Hanpikltmf 73. 

Huberte Normenrettoyinbol 127. 

HilberU BezipzozitäitgefeiE 813. 

Jacobiflches Beziprozitäifgeieftz 122. 

Ideal, Beisp. im ipez. Zahlsjstw 36. 
Ideale im knb. Körper 262. 

— — quadr. Körper 37. 

Relativkörper 300. 

Idealklaosen 73, 264. 
Integritätibereich 168. 

Klassenanzahl 78, 76. 
Klassenkörper 820. 

Komposition der quadr. Formen 214 ff. 
Kongruenzen nach rat. Zahlen 6. 

^ ^ lineare 9. 

, höhere 12. 

Idealen 46, 272. 

— — — , lineare 88. 

— f quadratische 92. 

Konjugiertes Ideal 48. 
Konjugierte Körper 244. 

— Zahl 21, 244. 
Körper, kubischer 244. 
— , quadr. 19. 

—, relativ quadrat. 296. 

Legendres Symbol 13, 94. 
, Berechnung 121. 

— — , Erweiterung 68. 
, — von Jacobi 122. 

— — für quadr. Zahlen und Ideale 94. 
Logarithmen von Einheiten 289. 

Maßbestimmung, Euklid, und pseudo- 
metrische 234. 

Masche eines Parallelgitters 222. 

Minkowskis Satz von den lin. Formen 66. 

zur Berechn. der Klassenanzahl 

78, 277. 

Multiplikation der Ideale 88, 264. 

Nebenideal 88. 
Nichthauptideal 88, 262 



Nozm eines Ideals im knb. Körper 272. 

quadr. Körper 47. 

BelatiTkörper 301. 

— einer knb. Zahl 248. 

quadr. Zahl 26, 51. 

Kormeimiehtrest 128. 

Nozmenieet 128. 

Normenreetsymbol, Berechn. desaelbeii 

130—188. 

Oberkörper, relativ quadrat. 295. 
Ordnung 168. 

Parallelgitter 222. 
Feilsche Gleichung 102, 340. 
Primftree Ideal 315. 
Primäre Zahl 328. 

zn einem Primideal 318. 

Primfunktion 282. 

Primideal des knb. Körpers 264. 

quadr. Körpers 54. 

Belativkörpers 808. 

Primitivzahl, nach einer rat. Zahl 12. 
— , nach einem Primideal 84. 
Primzahlen, relativ zu einem Ideal 78. 

— , einer rat. Zahl 4. 

Punktgitter eines imag. quadr. Körpers 

221. 
reellen quadr. Körpers 283. 

Bationalitätsbereich 19. 
Reguläres Ringideal 172. 
Relativdifferente einer Zahl 296. 

— des quadr. Relativkörpers 802. 
Relativdiskriminante einer Zahl 297. 

— des quadr. Relativkörpers 802. 
Relativ konjugiertes Ideal 300. 

— konjugierte Zahl 296. 
Relativkörper 294. 
Relativnorm eines Ideals 801. 

— einer Zahl 296. 

Restcharakter, quadr., nach einem Prim- 
ideal 98. 

Restsystem nach einem Ideal 46, 272, 
801. 

einer rat. Zahl 8. 

Reziprokes Ideal 276. 

Reziproke Klasse 78. 



Register. 861 

Beziprozitötegeaetz, quadzat., fOr rat. Unabhängige ambige Klassen 161. 

Primzahlen 112, 116, 180. Unterkörper 296. 

— , — , Zahlen, Ton Jacobi 122. Unverzweigter Oberkörper 820. 

— in einem quadr. Grondkörper 816 

^" ^^^' Wilsonscher Satz für Ideale im quadr. 

»^ ^«^- Körper 86. 

Bingideal 170. 

Symbol (^) 18, 68. Zahl, algebraische 248. 

^^' — , ganze algebraische 244. 

Symbol (~) 94. — , — quadrat. 20, 28. 

^^^ Zahlkörper 244. 

Symbol C^^!-^) 128. — , kubischer 244. 

^ P ^ _, quadrat. 18. 

Total positive Zahl 828. Zahlring 169. 

Transformation, lineare, der Formen Zahlstrahl 172. 

194, 199. Zweiseitige Form 204. 



Berichtigung. 

Seite 9, Z. 14 und 16 t. o. lies: da sonst i ^ k, (p) sein muß, was nicht 
möglich ist, weil i — h seinem absoluten Betrag nach kleiner ist als p, um so 
mehr da t, X; ^p — 1 sind. 
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Dmck ▼on B. G. Tsnbuttr in Leipiig. 



Verlag von B. G. Teubner in Leipzig. 

Badunanily Dr. Paul, Professor in Weimar, Zahlentheorie. Versuch 
einer Gesamtdarstellung dieser Wissenschaft in ihren Hanptteilen. In 
6 Teilen. I. Teil: Die Elemente der Zahlentheorie. [Xu u. 
264 S.] gr. 8. 1892. geh. n. «^ 6.40, in Leinwand geb. n. JL 7.20. 

— ^— n. Teil: Die analytische Zahlentheorie. 

[XVm u. 494 S.] gr. 8. 1894. geh. n. J( 12.— , in Leinwand 
geb. n. JL 13. — 

nL Teil: Die Lehre von der Kreisteilung und 



ihre Beziehungen zur Zahlentheorie. Akademische Vorlesungen. 
Mit Holzschnitten im Text nnd 1 lithogr. Tafel. [Xu u. 300 S.] 
gr. 8. 1872. geh. n. JL 7. — , in Leinwand geb. n. JL 8. — 

rV. Teil: Die Arithmetik der quadratischen 



Formen. L Abt. [XVI u. 668 S.] gr. 8. 1898. geh, n. JLlS.— 
in Leinwand geb. n. jfL 19. — 

Y. Teil: Allgemeine Arithmetik der Zahlen- 



körper. [XXn u. 548 S.] gr. 8. 1905. geh. n. J( 16.— , in 
Leinwand geb. n. JC 17. — 

[ForUetsnng unter der Pretie.] 

Vorlesungen über die Natur der Irrational- 



zahlen. [X u. 151 S.] gr. 8. 1892. geh. n. JK 4. — 

niedere Zahlentheorie I. Teil. [X u. 402 S.] 



gr. 8. 1902. geb. n. JL 14.- 

Das «loh inhaltlich sttmeiat an den gleichnamigen Artikel der Encyklopftdle der 
Mathematischen WiuenBohaften anschließende Werk kennaeichnet sich etwa als eine systema- 
tische Entwicklung des dort Gebotenen. W&hrend sein zweiter Teil die additiye Zahlentheorie 
behandeln soU, gibt der erste nach einer geschichtlichen Einleitung und einer eingehenderen 
Betrachtung des Zahlenbegriffs die multiplikatire, auf die Teilbarkeit gegründete Zahlentheorie. 
Von den ,^lementen" des Verfassers durch anderweitige BegrOndung und vielflUtig abwei- 
chenden Inhalt, wie insbesondere die verschiedenen Euklidischen Algorithmen, die Fareyschen 
Reihen, die Stemsche Entwicklung, eine systematlBohe Darstellung aller Jetst bekannten 
Beweise des Bedprozitfttsgesetses , soweit sie hierher rechnen, die Theorie der höheren Kon- 
gruensen u. a., wohl unterschieden, will das Werk als eine Art Supplementband cur „Gesamt- 
darstellung der Zahlentheorie*' seines Verfassers aufgefaßt werden und dürfte als solcher nicht 
unwillkommen sein. 

BruiLS, Dr. Heinrich., Professor der Astronomie an der Universität 
Leipzig, Grundlinien des wissenschaftlicben Rechnens. [VI 
u. 159 S.] gr. 8. 1903. geb. n. JLS. 40, in Leinwand geb. n. JL ^. — 

Der Veifasser hatte bei den Übungen in seinem Seminar für „wissenschaftliches 
Bochnen'' schon vor längerer Zeit damit begonnen, den Teilnehmern die cur Vorbereitung er- 
forderlichen mathematischen Entwickelungen autographiert in die Hand su geben, um dadurch 
Zeit für die Behandlung besonderer Aufgaben cu gewinnen. Diese Aufkeichnungen werden hiez 
in etwas erweiterter Gestalt der Öffentlichkeit übergeben, da es sich um Dinge handelt, für die 
es bisher an einer handlichen ZusammensteUung fehlte, und die überdies außerhalb des Kreises 
der berufsmäßigen Bechner keineswegs so bekannt sind, wie sie es bei ihrer erprobten I^üts- 
lichkeit yerdienen. 

&ailß , Carl Friedricll , W e r k e. Herausgegeben von der König 1. Gesell- 
schaft der Wissenschaften in Göttingen. 10 Bände, gr. 4. kart. 

Band I: Disquisitiones arithmeticae. 2. Abdruck. [478 S.] 

1870. n. JC 20.— 

ElelE, Dr. F., Professor an der Universität Göttingen, autographierte 
Yorlesungshefte. 4. geh. 

L Ausgewählte Kapitel der Zahlentheorie. 

Heft 1, 391 Seiten (W.-S. 1896/96) L^eammen n /fc 14 50 
Heft 2, 354 Seiten (S.-S. 1896) [zusammen n. .tt 14. öü. 



König t Dr. Julius , Professor am Polytechnikum zn Budapest, 
Einleitung in die allgemeine Theorie der algebraischen 
Größen. [X u, 564 S.] gr. 8. 1903. geh. jlJCIS.—.iu 
Leinwand geb. n. JC 20 . — 

Die Kroneckexscbe „Fefltaohrift** vom Jahre 18^1 bftt der matlieinatisoben Fortohung 
neue Bahnen pr^wleien, Ja geradesn die Probleme nnd Ziele einer neuen Disziplin fettgeelellt. 
Dieae allgemeine (algebraische and arithmetische) Theorie der algebraischen GrOAen Ter- 
sucht der Verfasser in systematischer Entwicklung Torxutragen 

Durch Blnitthrung der sogenannten „Besolyentenform", die sich als weitgehende 
arithmetische YeraUgemeinemng des Besultantenbegrilfs darsteUt, wurde es mOglich, Mne — 
im ToUen Sinne des Wortes — aUgemeine KlimtnatJonstheorle sn schaffen, die ffljr alle hierher 
gehörigen Fragen Ton sentraler Bedeutung ist. In durchaus ungestörter Aiudogle konnten die 
algebraischen und arithmetischen Teile der Theorie entwickelt werden, die einerseits eine 
.Algebra der affinen Transformationen", andererseits die „allgemeine Axlthmetikf* ergeben. 

Kronecker, Leopold, Vorlesungen über Zahlentheorie, heraus- 
gegeben von Dr. Kurt Hensel, Professor an der üniyersität Mar- 
burg. In 2 Bänden. Mit Figuren im Text I. Band. [XYI u. 
509 S,] gr. 8. 1901. geh. n. A 18.— 

Die Heransgabe dieser Yorlesungen wurde durch den Umstand etwas TeraOgert, daft 
eine in ihnen enthaltene neue und grundlegende Untersuchung Aber die Zerlegung der DItI- 
sorens/steme in Faktoren Ton Kronecker in der unmittelbar Tor seinem Tode gehaltenen 
Yorlesung swar begonnen, aber nicht bis sum Ende durchgeführt worden war. Es erschien 
nun wünschenswert, dieses Problem, das ietste, mit weldiem Kvoneoker sich beseh&ftigt hat, 
TuUstandig lu lösen und die hier sich ergebenden Besaitete den Kroneckerschen Vorlesungen 
einaurerlelben. Zu diesem Zwecke wurde tou dem Heransgeber eine Beihe eigener Unter- 
suchungen durohgefahrt, welche Jetst beendet sind, so daA die Herausgabe Jener Yorlesungen 
nunmehr in TÖlHg abgeschlossener Form erfolgen kann 

Legendre, Adrieii* Marie, Zahlentheorie. Nach der 3. Ausgabe ins 
Deutsche übertragen von H. Maser. 2 Bftnde. 2., wohlfeile Aus- 
gabe. [L Band: XVm u. 442 S., H. Band: XII u. 453 S.] gr. 8. 
1893. geh. n. JC 12.— 

Einzeln: jeder Band n. UK 6. — 

Dieses im Jahre 1880 in dritter Ausgabe unter dem Titel: „Thtoirie des nombres** er- 
schienene Werk von Legendze nimmt unstreitig unter den Erseugnissen geistiger Forschung 
auf mathematischem Gebiete einen sehr herrorragenden Plats ein. In eleganter, leicht yerstftnd- 
lioher Sprache behandelt dasselbe alle bis au Jener Zeit von allen Gelehrten, vor allen aber von 
Legendre selbst entdeckten Eigenschaften der Zahlen. Dabei werden gröAere Digresilonen auf 
▼erwandte Gebiete, scd es um die nötigen HUfsmittel für die Beweisführung sn gewinnen, sei 
es, um die Bedeutung der Zahlentheorie fOr andere mathematische DissipUnen su erweisen, 
nicht vermieden. In dieser Besiehung sind namentlich einerseits die I^ehre von den Ketten- 
brllchen nnd die numerische Auflösung der Gleichungen, andrerseits die mit grofier Ausfahrlioli- 
keit im Anschluß an GauAsche Untersuchungen behSAdelte Theorie der KreisteUungsgleichungen 
SU erwfthnen. Wenn nun auch das nur wenige Jahre nach der ersten Ausgabe des Legendreschen 
Werkes erschienene geniale GauAsche Werk „Disquisitiones aiithmetieae** viele der in ersterem 
enthaltenen Eigenschaften der Zahlen von einem höheren Gesichtspunkte aus betrachtet, wie 
denn überhaupt das GauBsche Werk in methodischer Besiehung groBe Torsllge vor dem 
liegendreschen aufweist und hierin fttr spfttere Arbeiten maSgebend gewesen ist, so darf deshalb 
das Studium des letstgenannten noch nicht als flberflflssig erachtet werden. Vielmehr enthilt 
dieses Werk des Interessanten und Belehrenden noch so viel, daß dasselbe, sumal da die in ihm 
in Anwendung gebrachten Hilfsmittel und Methoden höchst einfacher und elementarer Natur 
sind, allen denen, welche sich eingehender mit der Theorie der Zahlen beschAfÜgen woUen, 
gewissermaßen sum Vorstudium für die Arbeiten von GauB und neuerer Forscher nicht dringend 
genug empfohlen werden kann. Deshalb dflrfle es kein nnntttzes Beginnen sein, dieses Werk, 
welches heutsntage kaum mehr oder nur nach Aufwendung bedeutender Mittel su erhalten ist, 
durch eine deutsche tlbersetsung wieder einem gröBeren Leserkreise sug&nglloh su machen. 
Anmerkungen und Zusfttxe sind aber dieser Übersetsung absichtlich nicht beigefCLgt, noch 
weniger sind Änderungen Innerhalb des Textes selbst vorgenommen worden. 

Minkowski, Dr. Hermann, Professor der Mathematik an der Universität 
Göttingen, Geometrie der Zahlen. In 2 Lieferungen. 
I. Lieferung [240 S.J gr. 8. 1896. geh. n. UK 8.— 

[Die n. Lieferung befindet sich in Vorbereitung.] 

— ^— — ^^— Diophantische Approximationen. Eine Ein- 
führung in die Zahlentheorie. (Mathematische Vorlesungen an 
der Universität Göttingen. Bd. IL) [ca. 240 S. u. 80 Fig.] 
gr. 8. (Erscheint Anfang 1907.) 



Netto, I>r. Eugen, Professor der Matbematik an der üniversitftt Gießen, 
elementare Algebra. Akademische Vorlesungen für Studierende 
der ersten Semester. Mit 19 Figuren im Text, [VIII u. 200 S.] 
gr. 8. 1904« In Leinwand geb. n. JL 4.40, 

In jedem Sommenemester wird au der üniTerelt&t sn Gießen eine Yorleeong „Ein-' 
leitnng in die Algebre" für Studierende der ersten Semester Inhalten. Ihr Zweck liegt einmal 
In der Überleitung von dem auf den vorbereitenden Anstalten behandelt^ Stoffe zu dem in der 
höheren Algebra durchforschten Gebiete, andrerseits in der Zusammenfassung der für Nicht* 
Mathematil^r wichtigen, in der Technik sur Verwendung kommenden Probleme und Lösungs- 
methoden. Das Buch „Elementare Algebra** ist ans diesen Vorlesungen entstanden; seine Abr 
sieht ist damit gekennzeichnet. Und wenn es aucli naturgemäß in Kapitel eingeteilt ist, so hat 
es doch seinen Charakter als Wiedergabe von Vorlesungen nicht abgelegt. Die Kapiteleinteilung 
sohlieAt sieh an die Gleichungen der vier ersten Grade an, die hier aUein behandelt * werden, 
und deren Untersuchung Gelegenheit bietet, tiefer liegende Probleme sum Teil nur anzudeuten, 
zum Teil in speziellen Fftllen, zum Teil allgemein zu erledigen. Den Charakter der Vorlesungen 
sucht Verf. darin, daß auf strenge Systematik verzichtet werden kann ; daß es sich mehr um An- 
regung als um Erledigung gewisser Fragen handelt; daß das gleiche Thema bald abgebrochen, 
bald wieder aufgenommen und weitergefCLhrt werden darf. So versucht das Buch, eine Beiho 
von Begriffen allmAhlich zu entwickeln tand zu verwenden und daduroli auf die höhere Algebra 
vorzubereiten. 

^— — Vorlesungen über Algebra. Mit eingedruckten 

Holzschnitten. 2 Bände, gr. 8. geh. n. «^ 28 . — , geb. n. «^ 30 . 40. 
Einzeln: 

1. Band. [X n. 888 S.] 1896. geh. n. .# 12 . — , in Leinwand geb. n. .€ 18 . - - 
II. — [Xn n. 519 S.] 1899. geh. n. UfC 16.~, in Leinwand geb. 

n.UK; 17.40. 

Seit dem Erscheinen von Eulers Algebra waren mehr als hundert Jahre verflossen, 
ohne daß in Deutschland ein umfassendes Werk Aber diesen Zweig der Wissenschaft ent- 
standen wäre. Und doch hatte die Algebra außerordentliche Fortschritte xu verseichneu; 
und doch waren deutsche Mathematiker in nicht geringem Maße an diesem Bau beteiligt. 
Da ist es denn kein Wunder, wenn aUm&hllch der Wunsch, diese Lttcke aussuftLllon, die Scheu 
vor den großen damit verknüpften Schwierigkeiten flberwand und die Herausgabe eines solchen 
Werkes in Angriff genommen wurde. Ebensowenig aber ist es verwunderlich, wenn dies gleichseitig 
von mehreren Seiten geschah, Ja dies ist sogar eine Bestfttigung fCLr die Notwendigkeit des 
Unternehmens. Die Frage bleibt nur, ob durch das Erscheinen des ersten dieser geplanten 
Werke Jedes folgende ttbexflfisslg gemacht wird. Für den vorliegenden Fall darf das wohl 
verneint werden. Im Laufe des Jahres 1895 erschien der erste Band des MLehrbuclies der 
Algebra** von H. Weber. Der Verf. dur „Vorlesungen Aber die höhere Algebra'* hatte au 
dieser Zeit seine Arbeit weit genug gefordert , um tlbersehen su könnun , daß Anlage und Ziel 
beider Bflcher so grundsätslich verschieden seien, daß nur wenige Seiten des einen in dem 
andern hfttten Plats linden können. Wurde dort ein Eingehen auf mathematisoh-philosophiaohe 
Probleme versucht, so wurden diese hier a limine fortgesohoben; wurde dort Oewioht auf die 
aahlentheoretische Seite der Frage gelegt, so wurden hier die arithmetisch-algebraischen An- 
schauungen in den Vordergrund gerflckt ; wurden dort die Prinaipien der Deterainantentheorle, 
der Invariantentheorie usf. gegeben, um gewissermaßen ein in sich geschlossenes Gkbftude 
aufsufahron, so wurden hier die Hilflnrissensohaften mit Bedacht als wohlbekannt vorausge-' 
setst, und «ss wurde beispielsweise von der Lehre der Determinanten in umfassendster Welse 
Oebrauch gemacht, ohne daß auf Definition und Omndregeln einsegangen würde. 

Pringsheiin, Dr. Alfred, Professor an der Universität München, Vor- 
lesungen über Zahlen- und Funktionenlehre. (Elementare 
Theorie der unendlichen Algorithmen und der analytischen Funk- 
tionen einer komplexen Veränderlichen.) I. Band: Zahlenlehre, 
n. Band: Funktionenlebre. gr. 8. In Leinwand geb. [in Vorbereitung.] 

Stolz, Dr. O.y weil. Professor an der Universität Innsbruck, und Dr. 
J. A. Gmelner, Professor an der Universität Innsbruck, theoretische 
Arithmetik. 2., umgearbeitete Auflage ausgewählter Abschnitte der 
„Vorlesungen Über allgemeine Arithmetik'' von 0. Stolz. [IX u. 
402 S.J gr. 8. 1902. In Leinwand geb. n. JL 10.60. 

Auf die Erklftmng des OrOßenbegrlffs und der Verknüpfung gleichartiger GrOßen folgt 
snntchst die Lehre von den natflrliohen, hierauf die von den rationiden Zahlen.' Die letztere 
wird sowohl nach dem analytisohen als auch nach dem synthetischen Verfahren dargelegt. 
Besondere Aufinerksamkeit haben die Verfasser hieri wie auch spAter, der Theorie «Us 
Bechnens mit den Deslmalsahlen gewidmet. (Absohn. I — ^TV-) — I^*' ▼• Abschnitt ei>5rtert Im 
nahmen einer allgemeineren Untersuchung die Eigen^obftf^^ ^* Systems der geraden Strecken, 
und der VL behandelt die Euklidische Verhftltnislehi>« da> klassische Muster der OrOßenbüdung, 
von dessen Grundsfttsen die Verfasser sich durchweg ImAu laeM^- — ^^^ Lehre von den Irrationalen 
Zahlen ist nach O. Cantor und Ch. M^ray da^^^^^^t, well das von diesen Gelehrten er- 
■onnene Varftüuen die vollstftndige Entwickli^^^^^^\b«n »m leichtesten gestattet. Hieran 



•ehlieAt lieh einarMiU die Lehre von den reellen Potenaen, Wurseln nnd Logarithmen, eaderer- 
ielU die von den unendlichen Beihen mit reellen Gliedern. (Abeohn. YII— OL) — Nnnmehr 
wird rar nnnl/tiMhen Theorie der gemeinen komplexen Zshlen flbergegnngu^ nnd beim Haoh- 
weiae der BehMiptong, dnB mit ihnen die gewöhnliche Arlthmetfk »bgesohloMen iit, gelangen die 
Yerfaeter zum Batse von Frobenlni Aber die Einslgkeit der gemeinen komplexen ^fthi^»« 
und der Hamiltonachen Quatemloneu. (Abechn. X.) — Die gemeinen komplexen Zahlen laeian 
•ich geometrisch durch die Vektoren in der Ebene daxetellen, nnd et entepreohen den Tier 
Bechnnngtarten mit dieeen Zahlen gewitie planimetrieohe Konatmktionen. (Abechn. XL) — 
Die trigonometiliche Form ihrer ErgebniBte ist wiederum fBr die Arithmetik von Wk^ti^eit, 
indem man mit Hilfe denelben die mten Wurseln ans einer gemeinen komplexen Zahl ermitteln 
kann. Die Jetzt naheliegende Frage nach der Erkl&mng der Potenz für komplexe Werte der 
Baaie und den Exponenten wird nach dem von Gouchy angegebenen und von SchlOmiloh 
wirklieh dnrchgefOhrten Verfahren beantwortet. (Abechn. XTT.) — Den SohluB dee Werfcee 
bilden die grundlegen den Sitee aber die unendlichen Beihen mit komplexen OUedem. 
(Abechn. XIJL) — Vom VTL Abichnitt an kommt der Begriff der Funktion Tor, nirgends jedoch 
der der stetigen Funktion. — Sftmtliohe Abschnitte mit Ausnahme des L nnd V. sind mit 
einschlägigen Übungen Tcrsehen. 

Stolz, Dr. 0., weil. Professor an der Universität Innsbruck, und Dr. 
J. A. Omeiner, Professor an der Universität Innsbi-uck, Einleitung 
in die Funktionentheorie. Zweite, umgearbeitete und vermehrte 
Auflage der von den Verfassern in der „Theoretischen Arithmetik^ 
nicht berücksichtigten Abschnitte der „Vorlesungen über allgemeine 
Aithmetik" von 0. Stolz. Mit 21 Figuren im Text. [X u. 598 S.] 
gr. 8. 1905. In Leinwand geb. n. JC 15. — 

Schon in der „theoretischen Arithmetik** wurde die eindeutige Funktion einer reeUen Ver- 
änderlichen eingeftlhrt und verwendet : jedoch auf die Erklärung der Stetigkeit einer solchen Funktion 
brauchte dort nicht eingegangen su werden. Nunmehr tritt dieser Begriff in den Vordergrund. Dabei 
kann die unabhängige Veränderliche sowohl reell als auch komplex sein. Im Falle eines komplexen 
.\rgumentes gelingt es, eine Klasse von Funktionen zu bilden, wofflr eine wirkliche Theorie 
geschaffen werden kann. Nach Weierstraß sind dies die monogenen analytischen Funktionen. 

Unsere „Einleitung** serfäUt in die folgenden Abschnitte : I. Die reelle Veränderliche und ihre 
reellen Funktionen. II. Beeile Funktionen von swei und mehr reellen Veränderlichen. HL Komplexe 
Veränderliche und Funktionen. IV. Die ganzen rationalen Funktionen. V. Die ganz en Potenzreihen. 
VI. Kriterien ftlr Konvergenz und Divergenz von unendlichen Beihen. VTL Die monogene 
analytiBche Funktion einer Veränderlichen nach Weientraß. VIII. Die Elreisfnnktionen. DL Die 
unendlichen Produkte. X. Die endlichen und XI die unendlichen Kettenbrtlche. 

Vom IV. Abschnitte an wird, soweit dies nach der Natur der Sache mOglich ist, ein Unter- 
schiod zwischen reellen und komplexen Werten der Veränderlichen und Konstanten nicht mehr 
gemacht, wodurch eine wesentliche Vereinfachung der Darstellung erzielt wird. — Der VU. Ab- 
schnitt ist neue Zugabe zur ersten Bearbeitung der ftbrigen Abschnitte in den „Vorlesungen tLber 
allgemeine Arithmetik** von Stolz. Sämtliche Abschnitte sind mit zugehörigen Obungen versehen. 

Veronese^ Giuseppe, Professor an der Königl. üniversit&t Padua, 
Grundzüge der Geometrie von mehreren Dimensionen und 
mehreren Arten geradliniger Einheiten in elementarer 
Form entwickelt. Mit Genehmigung des Verfassers nach einer 
neuen Bearbeitung des Originals übersetzt von Adolf Schepp, 
weil. Oberleutnant a. D. in Wiesbaden. Mit zahlreichen Figuren im 
Text. [XL VII u. 710 S.] gr. 8. 1894. geh. n. A 20.— 

Weber, Dr. H., und Dr J. Wellstein, Professoren in Straßburg, 
Encjklopädie der Elementar-Mathematik. Ein Handbuch 
für Lehrer und Studierende. In 3 Bänden, gr. 8. L Band. Ele- 
mentare Algebra und Analjsis. Bearbeitet von H. Weber. 2. Auf- 
lage. Mit 38 Textfiflruren. [XVIII u. 539 S.'| 1906. In Lein- 
wand geb. n. JC 9.60. II. Band. Elemente der Geometrie. Bear- 
beitet von H. Weber, J. Wellstein und W. Jacobsthal. Mit 
280 Textfiguren. [XII u. 604 S.] 1905. In Leinwand geb. 
TL. JC 12 . — (Bd. in. Anwendungen der Elementar-Mathematik. U.d.Pr.) 

Das Work verfolgt das Ziel, den künftigen Lehrer anf einen wissensohaftlichen Stand- 
punkt SU stellen, von dem ans er imstande ist, das, was er später su lehren hat, tiefer an 
erkennen und xu erfassen nnd damit den Wert dieser Lehren für die allgemeine Oeistesbildnng 
KU erhöhen. — Das Ziel dieser Arbeit ist nicht in der VergrOBerung des Umfanges der Elementai^ 
Mathematik su ersehen oder in der Einkleidung höherer Probleme in ein elementares Gewand, 
sondern in einer strengen Begründung und leicht fafilichen Darlegung der £*emente. Das Werk 
ist nicht sowohl für den Schüler selbst als für den Lehrer und Studierenden bestimmt, die 
neben jenen fundamentalen Betrachtungen auch eine für den praktischen Oebrauoh nütsliche, 
wohlgeordnete ZusammensteUung der wichtigsten Algorithmen und Probleme darin finden werden. 
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